:arXiv:0809.2880vl [math.AG] 17 Sep 2008: 



> 

a 

a 
o 

i— i 

H 
a H 

n a 
a 
a 
a 
o 

i— i 

o 

a 



s-i 

CD% 
0> 

3 

CD 

t) 
O 

P 

CD 
f» 



Jerome Poineau 

Institut de recherche mathematique avancee, 

7, rue Rene Descartes, 67084 Strasbourg, France. 

E-mail : jerome.poineau@math.u-strasbg.fr 



Classification mathematique par sujets (2000). — 14G22, 14G25, 30B10, 
13E05, 12F12. 

Mots clefs. — espaces de Berkovich, geometrie analytique globale, series arith- 
metiques convergentes, noetherianite, probleme inverse de Galois. 



17 septembre 2008 



LA DROITE DE BERKOVICH 

SUR Z 



Jerome Poineau 



Resume. — Ce texte est consacre a l'etude de la droite de Berkovich au-dessus 
d'un anneau d'entiers de corps de nombres. Cet objet contient naturellement des 
copies de la droite analytique complexe (ou de son quotient par la conjugaison), 
associees aux places infinies, et des droites de Berkovich usuelles au-dessus de 
corps ultrametriques complets, associees au places finies. Nous montrons qu'il 
jouit de bonnes proprietes, topologiques aussi bien qu'algebriques. Nous exhi- 
bons egalement quelques espaces de Stein naturels contenus dans cette droite. 

Nous proposons des applications de cette theorie a l'etude des series arithme- 
tiques convergentes : prescription de zeros et de poles, noetherianite d'anneaux 
globaux et probleme inverse de Galois. Des exemples typiques de telles series 
sont fournis par les fonctions holomorphes sur le disque unite ouvert complexe 
dont le developpement en est a coefficients entiers. 



TABLE DES MATIERES 



Introduction i 

1. Espaces analytiques sur un anneau de Banach 1 

1.1. Definitions 3 

1.1.1. Spectre analytique d'un anneau de Banach 3 

1.1.2. Espace affine analytique 7 

1.1.2.1. Espace affine analytique sur un corps archimcdicn 11 

1.1.2.2. Droite sur un corps trivialement value 12 

1.1.2.3. Droite sur un corps ultrametrique quelconque 15 

1.1.3. Faisceau structural 19 

1.2. Parties compactes spectralement convexes 25 

1.3. Flot 35 

2. Algebres de series convergentes 43 

2.1. Algebres globales de disques et de couronnes 45 

2.2. Limites d'algebres de disques 53 

2.2.1. Theoremes de Weierstrafi 54 

2.2.2. Proprietes 60 

2.3. Limites d'algebres de couronnes 67 

2.4. Exemples d'anneaux locaux 73 



2.5. Henselianite 79 

2.5.1. Demonstration 79 

2.5.2. Isomorphismes locaux 81 

3. Espace affine analytique au-dessus d'un anneau d'entiers de 
corps de nombres 87 

3.1. Spectre analytique d'un anneau d'entiers de corps de nombres 

89 

3.1.1. Description ensembliste et topologique 89 

3.1.2. Faisceau structural 98 

3.1.2.1. Parties compactes 98 

3.1.2.2. Parties ouvertes 101 

3.1.2.3. Bord de Shilov 105 

3.2. Faisceau structural sur l'espace amne 109 

3.2.1. Anneaux locaux 109 

3.2.2. Anneaux de sections globales 117 

3.3. Points rigides des fibres 129 

3.3.1. Isomorphismes locaux 129 

3.3.2. Voisinages sur la droite 135 

3.3.3. Etude topologique locale 141 

3.3.4. Etude algebrique locale 144 

3.4. Fibres internes 147 

3.5. Dimension topologique 155 

3.6. Prolongement analytique 157 

4. Droite affine analytique au-dessus d'un anneau d'entiers de 
corps de nombres 161 

4.1. Recap itulatif 163 

4.2. Points de type 3 171 

4.2.1. Fibres extremes 171 

4.2.2. Fibre centrale 174 



4.3. Points de type 2 177 

4.3.1. Fibres extremes 177 

4.3.2. Fibre centrale 186 

4.4. Resume 195 

4.5. Coherence 199 

5. Morphismes finis 203 

5.1. Morphismes topologiques finis 205 

5.2. Theoreme de division de Weierstrafi global 207 

5.3. Un exemple 215 

5.4. Theoreme de division de Weierstrafi en un point rigide .... 225 

5.5. Endomorphismes de la droite 231 

5.6. Au-dessus d'un anneau d'entiers de corps de nombres 237 

6. Espaces de Stein 243 

6.1. Definitions 245 

6.2. Cadre general pour les compacts 249 

6.2.1. Lemmes de Cousin et de Cartan 249 

6.2.2. Prolongement de sections d'un faisceau 255 

6.3. Parties compactes de la base 261 

6.4. Parties compactes des fibres 269 

6.5. Couronnes compactes de la droite 279 

6.6. Lemniscates de la droite 285 

6.6.1. Exhaustions de Stein 285 

6.6.2. Fermeture des modules 286 

6.6.3. Conclusion 298 



7. Applications 307 

7.1. Problemes de Cousin arithmetiques 309 

7.1.1. Probleme de Cousin multiplicatif 309 

7.1.2. Probleme de Cousin additif 312 

7.1.3. Theoreme de Poincare 316 

7.2. Noetherianite d'anneaux de series arithmetiques 319 

7.2.1. Sous-varietes analytiques 319 

7.2.2. Theoreme de Frisch 321 

7.2.3. Series arithmetiques 324 

7.3. Probleme de Galois inverse 329 

7.3.1. Construction locale de revetements cycliques 330 

7.3.2. Recollement 334 

Bibliographie 343 

Glossaire des notations 347 

Index 353 



INTRODUCTION 



A la fin des annees quatre-vingts, Vladimir G. Berkovich a propose une nou- 
velle approche de la geometrie analytique p-adique. Ses idees, developpees dans 
l'ouvrage [1] et approfondies dans Particle [2] se sont revelees tres fructueuses ; 
elles ont permis de demontrer plusieurs conjectures de geometrie arithmetique 
et trouvent maintenant des applications dans des domaines varies : systemes dy- 
namiques, theorie d'Arakelov, dessins d'enfants p-adiques, variation de structure 
de Hodge, etc. Pour une introduction au sujet et une presentation des differentes 
applications, nous renvoyons le lecteur interesse aux textes de vulgarisation [8] 
et [9]. 

Bien que la theorie n'ait ete veritablement developpee que sur les corps ul- 
trametriques complets, V. Berkovich propose, dans [1], une definition d'espace 
analytique au-dessus de n'importe quel anneau de Banach. Elle s'applique done 
lorsque Ton considere comme anneau de base l'anneau Z des nombres entiers, 
muni de la valeur absolue usuelle \.\oo- Nous nous proposons ici d'entreprendre 
l'etude des espaces analytiques dans ce cas particulier. 

Differentes valeurs absolues joueront un role dans notre etude. Si p designe 
un nombre premier, nous definissons la valeur absolue p-adique \.\ p sur Z de la 
facon suivante : nous posons |0| p = et, pour tout nombre entier n = p r m € Z*, 
ou m est premier a p, 

\n\ p = \p r m\ p =p~ r . 

Elle se prolonge de fagon unique a Q. Notons Q p le complete de Q pour cette va- 
leur absolue et choisissons-en une cloture algebrique Q p . La valeur absolue se 
prolonge encore de fagon unique en une valeur absolue sur Q p . Nous noterons C p 
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son complete. Ce corps, qui est algebriquement clos et complet, est parfois ap- 
pele corps des nombres complexes p-adiques. Nous noterons |.[ p l'unique valeur 
absolue sur C p qui prolonge la valeur absolue p-adique sur Q. 

Pour / € QP1, notons Roo(f) le rayon de convergence de la serie / vue 
comme serie de C[T] et, pour tout nombre premier p, notons R p (f) le rayon de 
convergence de la serie / vue comme serie de C p [T] . Appelons serie arithmetique 
toute serie de la forme 



1 



Pi ■ ■ -Pt 



verifiant des conditions du type 

Roo(f) > roc et Vt S [l,t], Rptif) > n, 

ou t est un nombre entier, pi, ■ ■ ■ ,pt des nombres premiers et r\, . . . , rt, des 
nombres reels strictement positifs. De telles fonctions apparaissent naturellement 
lorsque l'on etudie les anneaux locaux de la droite analytique sur Z ou certains 
anneaux de sections globales. L'etude geometrique que nous allons mener nous 
permettra d'obtenir des informations sur certains anneaux de series de ce type. 



e 

I oc 




+ 00 



Fig. 1. L'espace topologiquc ^#(Z). 
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Description des espaces en jeu 

Par definition, l'espace ./#(Z) est l'ensemble des semi-normes multiplicatives 
sur Z, c'est-a-dire des applications de Z dans R+ qui sont sous-additives, mul- 
tiplicatives, envoient sur et 1 sur 1. Topologiquement, il est constitue d'une 
branche, homeomorphe a un segment, pour chaque nombre premier p et d'une 
branche supplementaire, associee a la valeur absolue archimedienne usuelle. Ces 
branches se rejoignent en un point, que nous appellerons central, associe a la 
valeur absolue triviale |.|o (c/. figure f). Signalons que la topologie au voisinage 
du point central est strictement plus grossiere que la topologie d'arbre. 

Soit n £ N. L'espace affine analytique de dimension n au-dessus de Z, que 
nous noterons A^' 1111 , est l'ensemble des semi-normes multiplicatives sur l'an- 
neau de polynomes Z[Ti, . . . ,T n ]. II est muni d'une projection continue vers 
la base ^#(Z). Au-dessus des points de la branche archimedienne, les fibres 
de cette projection sont isomorphes a l'espace C n quotiente par Taction de la 
conjugaison complexe et, au-dessus des points de la branche p-adique, ce sont 
des espaces de Berkovich p-adiques de dimension n. II apparait done clairement 
que, pour etudier cet espace, il nous faudra mettre en ceuvre des techniques 
pouvant s'appliquer tant dans un cadre archimedien qu'ultrametrique. 

Geometrie analytique complexe 

Dans le cas archimedien, la geometrie analytique complexe met a notre dis- 
position de nombreux outils. Les fondations de cette theorie reposent sur une 
etude locale des varietes et des fonctions. La comprehension des anneaux locaux 
des espaces amnes y joue done un role preponderant. Fixons n G N. L'anneau 
local de l'espace affine C n en est constitue des series de la forme 

(fci,...,fc„)eN" 

dont le rayon de convergence est strictement positif. Le theoreme de division 
de Weierstrafi nous permet, sous certaines conditions, de diviser une serie de la 
forme precedente par une autre et d'obtenir un reste polynomial en la derniere 
variable. Une fois ce resultat connu, on demontre sans peine que l'anneau 
est un anneau local noetherien, regulier et de dimension n. Signalons que la 
demonstration classique du theoreme de division de Weierstrafi repose sur le 
theoreme de Rouche et la for mule de Cauchy. 
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Geometrie analytique p-adique 

Bien que le corps des nombres complexes p-adiques C p presente des analogies 
avec le corps des nombres complexes C, il en differe par la topologie. Indi- 
quons, par exemple, que le corps C p est totalement discontinu (ses composantes 
connexes sont reduites a des points) et n'est pas localement compact. Dans 
cette situation, il n'est guere aise de mettre en place une geometrie analytique 
jouissant de proprietes raisonnables : il existe bien trop de fonctions localement 
analytiques. On verifie, par exemple, que la fonction qui vaut sur le disque ou- 
vert de centre et de rayon 1 de C p et 1 sur son complementaire est localement 
developpable en serie entiere ! 

Au debut des annees soixante, John Tate a apporte une solution a ce probleme 
(cf. [27]). Les espaces qu'il construit, appeles espaces analytiques rigides, ne sont 
pas des espaces topologiques, mais des sites : on distingue certains ouverts et on 
n'autorise que certains recouvrements. Par exemple, le recouvrement de C p que 
nous avons decrit precedemment est interdit. Ce formalisme permet de mettre 
en place, dans le cas p-adique, une geometrie analytique fort semblable a celle 
que nous connaissons dans le cas complexe. 

Entrons un peu dans les details. Les objets de base a partir desquels est 
construite la geometrie analytique rigide sont les algebres que Ton appelle, au- 
jourd'hui, algebres de Tate. Contrairement a ceux de la theorie complexe, ce 
ne sont pas des anneaux locaux, mais globaux. Soit n £ N. L'algebre de Tate 
C P {T\, . . . , T n } est constitute des elements de la forme 

£ a kl> ..., kn T^...T^eC P lT u ...,T n ] 
(fci,...,fc n )eN" 



verifiant la condition 



lim \a kli ... >kn \p = 0. 

(fei,...,fe„)^+oo 



Cet anneau est precisement l'anneau des series convergentes sur le disque ferme 
de centre et de polyrayon (1, . . . , 1) de C™. C'est le caractere ultrametrique de 
la valeur absolue p-adique qui nous permet de donner un sens a cette notion de 
convergence sur un disque ferme. 

Dans cette theorie, il existe egalement un theoreme de division de Weiers- 
traB qui rend les memes services que dans le cadre complexe. En l'utilisant, 
on demontre aisement que l'algebre de Tate C p {T± , . . . , T„} est un anneau 
noetherien et regulier de dimension n. Signalons que, cette fois-ci, la demons- 
tration du theoreme de division de WeierstraB repose sur des arguments de 
reduction modulo p. 
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Fig. 2. La droite projective P^ 3,11 . 
L'approche de Vladimir G. Berkovich 

Les descriptions precedentes laissent entrevoir les difficultes qui se presentent 
lorsque l'on cherche a reunir les espaces analytiques archimediens et ultrametri- 
ques dans un formalisme commun. L'approche que propose V. Berkovich des es- 
paces analytiques p-adiques va permettre d'apporter une solution a ce probleme. 

Choisissant un point de vue different de celui de J. Tate, V. Berkovich ajoute 
de tres nombreux points aux espaces. A titre d'exemple, la droite affine analy- 
tique Ap™ sur C p qu'il definit possede une structure d'arbre et les points de C p 
sont confines aux extremites de certaines branches. Nous avons esquisse une 
representation de la droite projective analytique P^™ a la figure 2. On obtient 
la droite affine Ab, an en enlevant le point note oo. 
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Le procede de construction qu'utilise V. Berkovich rend la description ex- 
plicite de ses espaces delicate, mais ils beneficient d'autres avantages. Ce sont 
de veritables espaces topologiques, localement compacts et localement connexes 
par arcs. Ces proprietes ouvrent la voie a une definition locale du faisceau struc- 
tural. Dans le cas de l'espace affine, V. Berkovich propose de le definir comme 
le faisceau des fonctions qui sont localement limites uniformes de fractions ra- 
tionnelles sans poles. Indiquons que l'on retrouve bien ainsi le faisceau construit 
a partir des algebres de Tate. C'est d'ailleurs veritablement sur la theorie des 
espaces analytiques rigides que V. Berkovich batit la sienne et il n'utilise guere 
la definition locale du faisceau. 

Les definitions proposees par V. Berkovich valent egalement dans le cas des 
corps archimediens. Signalons que l'espace de Berkovich affine de dimension n 
sur C coincide avec C n et que le faisceau dont il est muni est bien celui des 
fonctions analytiques. 
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Nous venons d'expliquer que les espaces analytiques de Berkovich permettent 
d'envisager une etude locale des espaces analytiques sur Z. Le present travail 
constitue un premier pas dans cette direction. Soulignons que, bien que les idees 
et definitions introduites par V. Berkovich invitent a adopter ce point de vue, 
une telle etude n'a, a notre connaissance, jamais encore ete entreprise. Indiquons, 
a present, le plan que nous allons adopter. 

Espaces analytiques sur un anneau de Banach 

Le premier chapitre de ce memoire est consacre aux espaces analytiques sur 
un anneau de Banach quelconque. Nous y rappelons la definition d'espace ana- 
lytique au sens de V. Berkovich ainsi que la construction du faisceau structural 
qu'il propose. Nous donnons quelques exemples et decrivons explicitement la 
droite analytique au-dessus de tout corps value. 

Algebres de series convergentes 

Nous consacrons le deuxieme chapitre a l'etude d'anneaux de series conver- 
gentes a coefficients dans un anneau de Banach. En prenant des limites induc- 
tives de tels anneaux, nous obtenons un anneau local sur lequel nous parvenons 
a demontrer un theoreme de division de Weierstrafi. Bien entendu, notre preuve 
ne peut faire appel ni a la formule de Cauchy, ni a la reduction modulo p, 
faute d'analogue de la premiere dans le cas ultrametrique et de la seconde dans 
le cas archimedien. Nous utilisons done une methode, inspiree des travaux de 
H. Grauert et R. Remmert, faisant simplement appel a des techniques d'algebres 
de Banach. A l'aide de ce theoreme, nous obtenons des resultats de noetherianite 
et de regularity pour les anneaux locaux considered. 

Ann de pouvoir utiliser ces resultats, nous entreprenons ensuite une etude 
topologique locale aboutissant a la demonstration du fait que les anneaux locaux 
en certains points des espaces de Berkovich sont isomorphes a de tels anneaux 
de series convergentes. 

Nous terminons ce chapitre par la demonstration que les anneaux locaux des 
espaces de Berkovich sont henseliens. Ce resultat generalise le resultat classique 
valable pour les espaces au-dessus d'un corps value et complet, archimedien ou 
non. 

Espace afHne analytique au-dessus d'un anneau d'entiers de corps 
de nombres 

Dans le troisieme chapitre, nous considerons un anneau d'entiers de corps de 
nombres A et restreignons notre propos aux espaces analytiques dont la base est 
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le spectre analytique ^f(A) de cet anneau. Nous commengons par decrire cette 
base elle-meme, aussi bien l'espace topologique sous-jacent, a l'aide du theoreme 
d'Ostrowski, que les sections du faisceau structural. 

Dans un second temps, nous nous interessons aux espaces affines de dimen- 
sion quelconque au-dessus de l'anneau A. Nous demontrons quelques resultats 
concernant la topologie de ces espaces et etudions les anneaux locaux en certains 
points. Nous faisons ici appel aux resultats sur les anneaux de series convergentes 
demontres au deuxieme chapitre ainsi qu'a la propriete d'henselianite, qui nous 
permet d'etablir l'existence d'isomorphismes locaux. Malheureusement, cette 
etude n'est pas complete et il est vraisemblable qu'il faille introduire de nou- 
velles techniques afin de la mener a terme. 

Signalons que nous parvenons egalement a decrire explicitement certains an- 
neaux locaux et les anneaux de sections globales sur les disques et les couronnes 
en termes de series convergentes. En utilisant le fait que les anneaux locaux 
sont henseliens, nous obtenons une nouvelle demonstration du theoreme clas- 
sique d'Eisenstein. 

Theoreme 1 (Eisenstein). — Soit K un corps de nombres. Notons A l'an- 
neau de ses entiers. Soit f un element de K [T] qui est entier sur K\T\. Alors 

i) il existe un element a de A* tel que la serie f(aT) soit a coefficients dans A ; 

ii) le rayon de convergence de la serie f est strictement positif en toute place. 

Droite affine analytique au-dessus d'un anneau d'entiers de corps 
de nombres 

Le quatrieme chapitre est consacre specifiquement a la droite affine analytique 
au-dessus d'un anneau d'entiers de corps de nombres A. Dans ce cadre, nous 
parvenons a completer les resultats du chapitre precedent et a etudier tous les 
points. Nous obtenons les resultats suivants, conformes a l'intuition. 

Theoreme 2. - i) La droite analytique A^ an est un espace topologique me- 
trisable, localement compact, connexe par arcs et localement connexe par 
arcs, de dimension topologique 3. 

ii) Le morphisme de projection A^ an — > ^C(A) est ouvert. 

Hi) En tout point x de A^ an ; l'anneau local G x est henselien, noetherien et 
regulier. 

iv) Le principe du prolongement analytique vaut. 

v) Le faisceau structural sur A^ an est coherent. 
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Nous disposons, a present, de resultats aboutis concernant les proprieties to- 
pologiques et algebriques de la droite analytique sur l'anneau A. Un peu de 
travail supplementaire nous permettra d'en deduire des applications a l'etude 
des series arithmetiques, ainsi que nous l'exposerons au chapitre 7. 

Morphismes finis 

Le cinquieme chapitre est consacre a quelques cas particuliers de morphismes 
finis entre espaces analytiques. Nous realisons cette etude dans un cadre general, 
au-dessus d'un anneau de Banach quelconque. Le resultat principal du chapitre 
prend la forme suivante. 

Theoreme 3. — Soient ||.||) un anneau de Banach et P un polynome uni- 
taire a coefficients dans $4 ' . Sous certaines conditions, Vonpeut munir l'anneau 
quotient £/[T]/(P(T)) d'une norme \\.\\p telle que 

i) le couple (£/[T]/(P(T)), \\-\\p) est un anneau de Banach; 

ii) le morphisme naturel srf — ► g/[T]/(P(T)) est borne; 

Hi) le morphisme induit ip : ^#(^[T]/(P(T))) — » j#{A) est ferme et a fibres 
finies ; 

iv) le faisceau 9?*^, oil G designe le faisceau structural sur ^(<e/[T]/(P(T))), 
est coherent. 

Nous demontrons, au passage, un theoreme de division de Weierstrafi pour 
les points rigides des fibres qui nous semble presenter un interet propre. 

Nous appliquerons, par la suite, les resultats de ce chapitre a certains endo- 
morphismes de la droite analytique au-dessus d'un anneau d'entiers de corps 
de nombres. Indiquons que nous pensons que les techniques introduites ici per- 
mettent d'etudier les courbes analytiques au-dessus d'un tel anneau. Dans ce 
memoire, nous n'en dirons pas plus a ce sujet, mais developperons ces idees 
dans un texte a venir. 

Espaces de Stein 

Dans le sixieme chapitre, nous reprenons le cadre de la droite affine analytique 
au-dessus d'un anneau d'entiers de corps de nombres A. Nous cherchons a jeter 
les bases d'une theorie des espaces de Stein pour les parties de cet espace. Les 
definitions que nous prenons sont les definitions cohomologiques habituelles : 
une partie P de la droite A^ an est dite de Stein si elle verifie le theoreme A : 

pour tout faisceau coherent & sur P et tout point x de P, la fibre & x 
est engendree par les sections globales &(P) 
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et le theoreme B : 

pour tout faisceau coherent & sur P et tout entier q G N*, nous 
avons H q (P,^) = 0. 

L'objet de ce chapitre est de demontrer le theoreme suivant. 
Theoreme 4. — Soit V une partie connexe de I'espace ^(A). Soient s et t 
deux nombres reels tels que < s < t. Soit P un polyndme a coefficients 
dans &{y) dont le coefficient dominant est inversible. Les parties suivantes de 
la droite analytique A^ an sont des espaces de Stein : 



i) 


{x G 7T~ 


~Hv) 


s < \P{T)(x)\ < t} 


ii) 


{x G 7T~ 


-\v) 


s < \P{T)(x)\ < t} 


Hi) 


{x 6 7T~ 


-\v) 


s<\P(T)(x)\<t} 


iv) 


{x G TT~ 


-\v) 


s < \P{T)(x)\ < t] 


v) 


{x G 7T" 


-\v) 


\P(T)(x)\ >s}; 


vi) 


{x G 7T" 


-\v) 


\P(T)(x)\>s}. 



Nous commengons par traiter le cas des couronnes fermees. La demonstration 
que nous proposons reprend la structure de la preuve classique, en geometrie 
analytique complexe, du fait que les blocs compacts, c'est-a-dire les produits de 
segments reels dans C n , sont des espaces de Stein. Les ingredients essentiels en 
sont le lemme de Cousin, qui permet, sous certaines hypotheses, d'ecrire une 
fonction analytique / definie sur une intersection de compacts K~ n K + comme 
difference d'une fonction analytique / _ sur K~ et / + sur K + et le lemme de 
Cartan, qui en est la version multiplicative. 

La demonstration de ces lemmes met en jeu des outils a la fois analytiques et 
arithmetiques. Si les compacts K~ et K + sont definis, respectivement, par les 
inegalites \T\ < r et r < \T\ < s, il s'agit essentiellement d'ecrire une serie de la 
forme 

fcez 

comme difference /~ — / + , avec 

f- = Y,a k T k et / + = ^a fc T fc . 
fceN fc<o 
Supposons, a present, que A = Z et que K~ et K + sont les compacts de ^#(Z) 
definis, respectivement, par les inegalites \p\ < ^ et \p\ > \, ou p est un nombre 
premier. II s'agit alors d'ecrire un element de Q p comme somme, ou produit, 
d'un element de Z p et d'un element de Z( p ). Bien entendu, dans un corps de 
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nombres quelconque, ce probleme peut se reveler plus delicat et nous ferons 
appel au theoreme d'approximation forte et a la flnitude du groupe de Picard. 

En ce qui concerne les couronnes ouvertes, le principe de la demonstration 
consiste a construire une exhaustion par des couronnes fermees. Le fait que 
les couronnes ouvertes soient de Stein ne decoule cependant pas formellement 
de l'existence d'une telle exhaustion. Comme dans le cadre de la geometrie 
analytique complexe, des proprietes supplementaires sont necessaires et nous 
sommes amenes a introduire une notion d'exhaustion de Stein. Signalons que 
la demonstration des proprietes requises passe, notamment, par un resultat de 
fermeture pour les sous-modules d'un module fibre, d'interet independant. 

Finalement, le passage du cas des couronnes au cas des parties plus generates 
qui figurent dans le theoreme s'effectue a l'aide des resultats sur les morphismes 
finis demontres au chapitre precedent. 

Applications 

De meme que la geometrie analytique complexe permet de demontrer des 
resultats sur les fonctions holomorphes, nous obtenons, a l'aide des theoremes 
que nous avons etablis concernant la droite affine analytique sur un anneau 
d'entiers de corps de nombres, des proprietes des series arithmetiques conver- 
gentes (au sens du debut de l'introduction). C'est l'objet de notre septieme et 
dernier chapitre. Donnons un exemple de telle propriete. Notons D le disque 
unite ouvert de C. 

Theoreme 5. — Soient E et F deux parties disjointes, fermees et discretes 
de D ne contenant pas le point 0. Soient (n a ) ag £ une famille d'entiers posi- 
tifs et (Pb)b£F une famille de polyndmes a coefficients complexes sans terme 
constant. Nous supposerons que 

1. quel que soit a G E, a G E et = n a ; 

2. quel que soit b 6 F , b G F et P^ = P^. 

Alors il existe g,h G Z[T] D ff{D), avec li / 0, qui verifient les proprietes 
suivantes : 

i) la fonction f = g/h est holomorphe sur D\F ; 

ii) quel que soit a G E, la fonction f s'annule en a d un ordre superieur a n a ; 
Hi) quel que soit b G F, on a f(z) — P^ ( J G G\, ; 



iv) on a f G Z[T] n Gq. 

Ce resultat se demontre par des methodes cohomologiques. Lorsque la par- 
tie E est vide, nous utilisons la suite exacte courte — > G — > — > / ' & — > 
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et le fait que le disque ouvert de centre et de rayon 1 de A^' 3,11 est une partie de 
Stein. Lorsqu'elle ne Test pas, nous utilisons le meme argument en remplacjant 
le faisceau 6 par un diviseur de Cartier adequat. 

Soit V un ensemble fini de nombres premiers. Notons N E N* leur produit. II 
est possible de controler egalement le comportement de / en tant que fonction 
meromorphe sur le disque ouvert de centre et de rayon 1 de C p , pour tout 
nombre premier p € V. II nous faut alors autoriser les coefficients de g, de h et du 
developpement de / en a appartenir a Z[l/iV]. Bien entendu, nous disposons 
d'un resultat analogue pour tout corps de nombres. 

Nous proposons, ensuite, une application de nos methodes a la noetherianite 
d'anneaux de series arithmetiques convergentes. Pour l'obtenir, nous nous sommes 
inspire du theoreme suivant de J. Frisch (c/. [11]). 

Theoreme (J. Frisch). — Soit X une variete analytique reelle ou complexe. 
Soit K une partie de X compacte, semi- analytique et de Stein. Alors I'anneau 
des fonctions analytiques au voisinage de K est noetherien. 

Comme l'ont montre des resultats ulterieurs (c/. [26], theoreme 1), l'hypothese 
de semi-analyticite peut etre affaiblie. C'est pourquoi nous introduisons ici une 
notion de partie morcelable. Nous obtenons alors le resultat suivant. 
Theoreme 6. — Soit A un anneau d'entiers de corps de nombres. Soit L une 
partie de la droite analytique A^ dn compacte, morcelable et de Stein. Alors I'an- 
neau &{L) des fonctions analytiques au voisinage de L est noetherien. 

En appliquant ce theoreme aux disques fermes au-dessus des parties semi- 
analytiques de ^#(Z), nous obtenons le resultat suivant. 

Corollaire 7. — Soient t un entier, p\, . . . ,pt des nombres premiers, n, . . . , r*, r a 

des elements de I'intervalle ]0, 1[. Alors, I'anneau forme des series 

f G Z \—*— } IT} 
.Pi ■ ■ -Ptj 

verifiant les conditions 

Roo(f) > roo etVi g [M], R Pl (f) > n 

est un anneau noetherien. 

Si Ton considere uniquement des series a coefficients entiers et que l'on n'im- 
pose done des conditions que sur le rayon de convergence complexe, nous re- 
trouvons un resultat de D. Harbater (c/. [17], theoreme 1.8). La preuve qu'il 
en propose est tres algebrique : elle consiste a decrire tous les ideaux premiers 
de I'anneau a l'aide de manipulations astucieuses sur les series. Insistons sur le 
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fait que notre demonstration repose sur des arguments geometriques et suit 
de pres les methodes de la geometrie analytique complexe. En ce sens, elle 
nous semble porter des promesses de generalisation. Signalons, enfin, que notre 
resultat s'etend a tout anneau d'entiers de corps de nombres. 



Pour finir, nous proposons une application au probleme de Galois inverse. La 
encore, nous proposons une nouvelle demonstration d'un resultat de D. Harbater 
(c/. [19], corollaire 3.8). 

Theoreme 8. — Notons Z^-JT] le sous-anneau de Z[T] forme des series 



Tout groupe fini est groupe de Galois d'une extension finie et galoisienne du 
corps FraciTii- [T]). 

Les methodes que nous mettons ici en ceuvre nous semblent conceptuelle- 
ment plus simples et plus geometriques que celles proposees par D. Harbater. 
La theorie des espaces de Berkovich nous permet, en effet, d'interpreter l'an- 
neau Z 1 - [T] comme un anneau de sections, a savoir l'anneau des sections du 
disque D, le disque relatif ouvert de rayon 1 centre en la section nulle. 

Un groupe fini etant donne, nous pouvons alors construire un revetement 
du disque D possedant le groupe de Galois voulu. Nous procedons de facon 
classique, en exhibant d'abord des revetements cycliques definis localement, puis 
en les recollant. La seule etape delicate est celle du recollement. C'est le caractere 
Stein du disque D, demontre au chapitre precedent, qui nous permettra de la 
mener a bien. 

De nouveau, notre resultat s'etend a tout anneau d'entiers de corps de nombres. 
Nous esperons que cette vision tres geometrique du probleme permettra d'y ef- 
fectuer quelques progres. 




fc>0 



qui verifient la condition suivante : 



Vr < 1, lim ||ofc|| r k = 0. 



k— >+oo 
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CHAPITRE 1 



ESPACES ANALYTIQUES SUR UN ANNEAU 

DE BANACH 



Le premier chapitre de ce memoire est consacre aux espaces analytiques 
sur un anneau de Banach quelconque, au sens de Vladimir G. Berkovich. Au 
numero 1.1, nous rappelons les constructions qu'il propose dans l'ouvrage [1], a 
la fois pour l'espace topologique et le faisceau structural. Nous donnons, en par- 
ticulier, une description explicite de la droite affme analytique au-dessus d'un 
corps value complet quelconque. 

Au numero 1.2, nous nous interessons a certaines parties compactes des es- 
paces analytiques, que nous avons appelees spectralement convexes. Elles pos- 
sedent notamment la propriete d'etre homeomorphes a des spectres analytiques 
d'anneaux de Banach que nous pouvons decrire explicitement. Nous en donnons 
des exemples et demontrons quelques resultats de permanence a leur sujet. Par 
la suite, les parties spectralement convexes nous seront fort utiles pour mener des 
raisonnements par recurrence, puisqu'elles permettent de ramener l'etude d'une 
partie d'un espace affine de dimension n a celle d'un espace de dimension 0. 

Le numero 1.3 est consacre a une application naturelle continue, que nous 
avons appelee not, d'une partie de R + dans un espace analytique donne. Nous 
l'etudions et comparons les proprietes des points situes sur une meme trajectoire. 
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1.1. Definitions 

1.1.1. Spectre analytique d'un anneau de Banach 

Soit A un anneau commutatif unitaire. Par definition, l'ensemble sous-jacent 
au spectre Spec(^4) de Panneau A est l'ensemble des ideaux premiers de A. 
D'apres [15], Introduction, 13, il est en bijection avec l'ensemble des classes 
d 'equivalence de morphismes unitaires 

A—>k, 

ou k est un corps. Deux morphismes de A vers des corps k\ et k2 sont dits 
equivalents s'ils prennent place dans un diagramme commutatif de la forme 
suivante : 




k 2 . 

La bijection precedente peut etre decrite explicitement. Tout d'abord, si 
A — > k est un morphisme unitaire vers un corps, son noyau est un ideal pre- 
mier de A et done un element de Spec(j4). Reciproquement, si x est un point 
de Spec^), il correspond a un ideal premier p x de A. On construit alors un 
morphisme de A vers un corps de la facon suivante : 

A -> A/p x -» Ftac(A/p x ). 

Le corps k{x) = Frac(^4/p x ) est appele corps residuel du point x. Par ailleurs, on 
verifie que tous les morphismes representant x se factorisent par le morphisme 
A -> k(x). 

Si nous desirons faire de la geometrie analytique, nous aurons besoin de dispo- 
ser de notions de normes et de convergence. Nous allons done consider er non plus 
un simple anneau, mais un anneau de Banach. De meme, nous allons remplacer 
les morphismes vers des corps par des morphismes homes, et done continus, vers 
des corps values. Rappelons les definitions de ces notions. 
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Definition 1.1.1. — Soient un anneau commutatif unitaire et \\.\\ une ap- 
plication de srf dans R+. Nous dirons que V application ||.|| est une norme d'an- 
neau sur l'anneau stf si elle verifie les proprietes suivantes : 

i) (H/ll = 0)^(/ = 0); 

ii) ||1|| = 1; 

Hi) V/, 5 G<< ||/ + 5|| < H/ll + \\g\\; 
iv) Vf,ge*/, ||/<7ll < 11/11 \\g\\. 

Nous dirons que le couple ||.||) est un anneau de Banach si l ! applica- 
tion ||.|| est une norme d'anneau sur l'anneau et si Vespace topologique &/ 
est complet pour cette norme. 

Soient \\-\\') un anneau de Banach et ip une application de si dans . 
Nous dirons que V application (p est un morphisme borne d'anneaux de 
Banach si I 'application ip est un morphisme d 'anneaux et s 'il existe un nombre 
reel C tel que 

v/g^, M/)ir<cii/n. 

Remarque 1.1.2. — Cette definition du caractere borne ne coincide pas avec 
la definition habituelle, mais elle est naturelle dans le cadre des morphismes 
d'anneaux. Nous utiliserons uniquement celle-ci. 

Definition 1.1.3. — Nous appellerons corps value tout couple (K, |.|), ou K 
est un corps commutatif et\.\ une valeur absolue sur K, c'est-a-dire une appli- 
cation de K dans R + qui verifie les proprietes suivantes : 

i) (|/| = 0)^(/ = 0); 

ii) |1| = 1; 

Hi) Vf,geK, \f + g\< \f\\ + \g\; 

iv)Vf,geK, \fg\ = \f\\g\. 

Soit ||.||) un anneau de Banach. Nous appellerons caractere de l'an- 
neau de Banach (&f, ||.||) tout morphisme borne de la forme 

X :(^,\\.\\)^(K,\.\), 

ou (K, |.|) designe un corps value complet. 

Remarque 1.1.4. — Dire que le morphisme x '■ ' ■> 11-11) ~~ > (K, |.|) est borne 
signifie, par definition, qu'il existe un nombre reel C > tel que, quel que soit 
/ G nous ayons 

lx(/)l<c||/||. 
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Soient / G et n £ N*. Nous avons alors 

lx(/)l = lxCT)l 1/n < c l ' n lirn 1 /" < c 1 ^ ||/||. 

En passant a la limite quand n tend vers +00, nous obtenons 

\x(f)\ < 11/11- 
Nous pourrons done toujours supposer que C = 1. 

Definition 1.1.5. — Soit (s*/, ||.||) im anneau de Banach. Nous dirons que deux 



caracteres de (g/, ||.||) 

Xi : «||.||) -» (#i,|.|i) et X 2 ■ 11-11) ■ 
soni equivalents s'i/ existe un troisieme caractere de 

xo.-K, 11-11) -(tfo.Uo) 

et deux morphismes isometriques 

ji : (K , |.| ) -> (#1, |.|i) ef j 2 : (#0, Mo) ■ 
gm /on£ commuter le diagramme 



(K 2 



(K 2 




(K 2 ,\.\2). 

Comme dans le cas des schemas, nous pouvons decrire les classes d'equivalence 
de caracteres d'une fagon explicite. A cet effet, nous aurons besoin de la definition 
suivante. 

Definition 1.1.6. — Soit ||.||) un anneau de Banach. Une semi-norme 
multiplicative bornee sur l'anneau de Banach (&f, ||.||) est une application 
\.\ : g/ — > R + qui verife les proprietes suivantes : 

i) 1 1 = 0; 

ii) |1| = 1; 

iii) Vf.ges/, \ f + g\< \f\ + \g\; 
w) Vf,ge*/, \fg\ = \f\\g\; 

v) 30 0, V/G< \f\<C\\f\\. 

Remarque 1.1.7. — Le meme raisonnement que pour les caracteres montre 
que Ton peut supposer que C = 1. 
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Soit (gf, ||.||) un anneau de Banach. L'ensemble des classes d'equivalence de 
caracteres sur (g/, ||.||) est en bijection avec l'ensemble des semi-normes multipli- 
catives bornees sur (g/, ||.||). Nous pouvons decrire cette bijection explicitement. 
A tout caractere 

X :(gf,\\.\\)^(K,\.\), 
on associe la semi-norme multiplicative 

/./ - Is \l . 

Elle est bornee car le morphisme x es t borne. On verifie immediatement que la 
semi-norme obtenue ne depend que de la classe d'equivalence du caractere x- 

Reciproquement, soit une semi-norme multiplicative bornee sur (g/, ||.||). 
L'ensemble 

P|. u ={/€< |/U = 0} 

est un ideal premier de gf ' . Le quotient ^4/f| . est un anneau integre sur lequel 
la semi-norme | . | ^ induit une valeur absolue. Nous noterons Jf?(\.\ x ) le complete 
du corps des fractions de cet anneau pour cette valeur absolue. La construction 
nous fournit un morphisme 

gf - Jf(\.\ x ). 

On verifie sans peine qu'il est borne et done que e'est un caractere. Comme dans 
le cas des schemas, tout caractere representant la semi-norme multiplicative |.| x 
se factorise par le caractere g/ — > Jtf?(\.\ x )- 

Ces considerations motivent la definition suivante. 

Definition 1.1.8 (V. Berkovich). — Soit ||.||) un anneau de Banach. On 
appelle spectre analytique de l'anneau de Banach (g/, ||.||) et Von note 
||.||), ou plus simplement ^(g/) si aucune ambiguite n'en resulte, l'en- 
semble des semi-normes multiplicatives bornees sur ||.||). 

Soit (g/, ||.||) un anneau de Banach. Soient / un element de et x un point 
de ^#(=2/). Notons \.\ x la semi-norme multiplicative bornee sur el associee au 
point x. Nous noterons p x = pi i l'ideal premier defini precedemment. Nous 
appellerons corps residuel complete du point x et noterons J4?(x) le corps 
J4?(\.\ x ) defini precedemment. Nous noterons f(x) l'image de l'element / de g/ 
par le caractere g/ — > Jtf(x). Le corps Jtf(x) est muni d'une valeur absolue, 
que nous noterons toujours |.|. Cela n'entrainera aucune confusion. Avec ces 
notations, nous avons done 

l/(*)| = |/L. 
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Comme les notations l'indiquent, nous considererons desormais les elements 
de stf comme des fonctions sur l'espace ^(srf). 

Munissons, a present, le spectre analytique ^{s/) d'une topologie : la topolo- 
gie la plus grossiere rendant continues les applications d'evaluation, c'est-a-dire 
les applications de la forme 

-» R+ 

x ^ 1/0*01 ' 

oil / est un element de si '. Cette topologie est egalement celle de la conver- 
gence faible, ou encore celle induite par la topologie produit sur R^. Le spectre 
analytique ^{s/) verifie alors des proprietes remarquables (c/. [1], theoreme 
1.2.1). 

Theoreme 1.1.9 (V. Berkovich). — Le spectre analytique est un es- 

pace topologique compact. Si I'anneau n'est pas nul, cet espace n'est pas vide. 



1.1.2. Espace affine analytique 

Soit (j^, ||.||) un anneau de Banach. Maintenant que nous avons defini le 
spectre analytique de cet anneau, nous pouvons definir ce qu'est l'espace affine 
au-dessus de celui-ci. Soit n G N. 

Definition 1.1.10 (V. Berkovich). — On appelle espace affine analytique 
de dimension n sur ||.||) V ensemble des semi-normes multiplicatives sur 
s/[Ti, . . . ,T n ] dont la restriction a ||.||) est bornee. Nous le noterons A^ an . 

En reprenant le raisonnement du paragraphe precedent, on montre que l'en- 
semble A^, an est en bijection avec l'ensemble des classes d'equivalence de mor- 
phismes 

£?[Ti, ...,T n ] — > K, 

ou K est un corps value complet, dont la restriction a srf est bornee. Comme 
precedemment, nous associons a chaque point x de A^ an un ideal premier p x et 
un corps residuel complete J4?(x). Pour tout element / de s/[Ti, . . . ,T n ], nous 
designons par f(x) l'image de / par le morphisme £?[Ti, . . . , T n ] — » Jf?(x). 

Nous munissons egalement l'espace A^ an de la topologie la plus grossiere 
pour laquelle les applications d'evaluation sont continues. II verifie alors en- 
core certaines proprietes topologiques (c/. [1], remarque 1.5.2.(i)). Nous les 
redemontrons ici. 



8 



CHAPITRE 1. ESPACES ANALYTIQUES 



Proposition 1.1.11. — Pour tout nombre reel positif r, la partie de Vespace 
analytique A^ an definie par 

{xe A^ an |Vi e [l,n], \Ti(x)\<r} 

est compacte. 

Demonstration. — L'application ||.|| r : s/[Ti, . . . ,T n ] — > R + definie par 

^ a fei,...,fe™ ^i 1 • • ■ T n 
(fci,...,fc„)eN" 

est une norme sur la ^/-algebre s/[Ti, . . . ,T n ]. Notons 38 le complete de l'an- 
neau srf pour cette norme. L'application naturelle 

s/[T u ...,T n ] ^3$ 

est bornee sur si . Elle induit done un morphisme 

V : J({SS) - A^ an . 

Posons 

if = {xGA n / n |Vie [l,n], \Ti(x)\<r}. 

Montrons que l'image de ip contient la partie K. Soit x un point de K. II est 
associe a un morphisme 

Xx :£/[T 1 ,...,T n ]^je(x), 
qui est borne sur Pour tout element i de [l,n], nous avons 

\Ti(x)\ <r=\\T l \\ r . 

On en deduit que le morphisme Xx est borne lorsque Ton munit l'algebre s/[T\, . . . , T n ] 
de la norme ||.|| r - Par consequent, le morphisme Xx se factorise par un morphisme 

38^ 

On en deduit que le point x appartient a l'image du morphisme ip. 

Puisque l'espace ^{3§) est compact, l'image du morphisme ip Test egalement. 
Par definition de la topologie de l'espace A^ an , la partie K est fermee. Puis- 
qu'elle est contenue dans l'image du morphisme ip, elle est compacte. □ 

Notons 7r : A^ an — » j$ l'application de projection induite par le mor- 
phisme g/ —¥ &/[Ti, . . . , T n ]. 



\o-k 1 ,...,k n \\r 



■-\-k n 



(fa,...,in)eN" 
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Corollaire 1.1.12. — Soit U une partie de Jtisi) et -Pi(Ti), . . . ,P n {T n ) des 
polyndmes a coefficients dans &{U) dont le coefficient dominant est inversible. 
Pour toute partie compacte V deU et tout element r de R + ; la partie de I 'espace 
analytique A^. an definie par 

{zeTr-^tOlViell.nJ, \Pi(T^(x)\<r} 

est compacte. 

Demonstration. — Soit i un element de [1, n]. II existe un entier di, un element 
de ff{U) inversible et des elements cti^-i, . . . , aj,o de ff(U) tels que 

di 

Pi{Ti) = J2HkT? dans 0(U)[T& 

k=0 

Puisque la fonction est inversible sur U, la quantite 

un = mi(\a iA (v)\) 

est strictement positive. Pour tout element x de 7r _1 (y), nous avons done 

di-l 

\Pi(Ti)(x)\ > \a iA (x)\ \Ti(x)\ di - Kk(x)\ \Ti(x)\ k 

k=0 

dt-1 

> m i \T i (x)\ dt - J2 hi,k\\v\Ti(x)\ k . 

k=0 

La fonction 

di-l 

a, : t £ R h mit dl - \\ a i,k\\v t k ^ R- 

k=0 

tend vers +oo quand t tend vers +oo. Par consequent, il existe un element Sj 
de R + tel que, quel que soit t > Sj, on ait Oj(£) > r. Pour tout element x 
de 7r _1 (y) verifiant \Pi(Ti)(x)\ < r, nous avons done < Sj. 

Posons s = maxi<j< n (si). La partie 

K = {x£Tr- l (V)\Vie [l,n], |Pi(Ti)(a:)| < r} 

est fermee dans A^ an puisque la partie V est fermee. En outre, elle est contenue 
dans la partie 

{xG A^ 311 1 Vie |T*(x)| <s}, 

qui est compacte, en vertu du lemme precedent. On en deduit que la partie K 
est compacte. □ 

Theoreme 1.1.13 (V. Berkovich). — L 'espace analytique A^ dn est un es- 
pace topologique separe, a-compact et localement compact. 
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Demonstration. — Soient x et y deux points distincts de l'espace A^ an . II existe 
alors un element / de s/\T\, . . . ,T n ] tel que |/(x)| ^ \f(y)\- Quitte a echanger 
les points x et y, nous pouvons supposer que |/(x)| < \f(y)\. Soit r un element 
de l'intervalle ] \f(y)\ [■ Les ouverts 

{z£Ay»\\f(z)\<r} et { z £ A J n | \f(z)\ > r) 

separent les points x et y. Par consequent, l'espace A^ an est separe. 

L'espace A^ an est reunion des espaces 

D n = {xe A n / n \Vie [l,n], |Ti(a!)|<n}, 

pour n decrivant N. D'apres la proposition 1.1.11, ces espaces sont compacts. 
On en deduit que l'espace A^ an est cr-compact. 

En outre, par definition de la topologie, tout point possede un systeme fonda- 
mental de voisinages fermes. Puisque tout point est contenu dans l'interieur de 
l'espace D n , pour un certain entier positif n, et que cet espace est compact, on en 
deduit tout point possede un systeme fondamental de voisinages compacts. □ 

Donnons, a present, quelques exemples de points d'espaces analytiques. Nous 
nous restreindrons au cas ou l'anneau de Banach (£/, ||.||) est un corps value 
complet (k, |.|). Son spectre analytique ^(k) est alors constitue d'un seul point. 
Remarquons que l'espace analytique A^' an contient l'ensemble k n . En effet, a 
tout element a = (ax, . . . ,a n ) de k n , nous pouvons associer le point de A^' an 
defini par 

fc[r!,...,T„] -» R+ 
P{Tx,...,T n ) ^ \P( ai ,...,a n )\ ■ 

Nous noterons encore a ce point. Un tel point sera appele point rationnel de 
l'espace analytique A^' an . En voici une definition equivalente. 

Definition 1.1.14. — Soient (k, |.|) un corps value complet. Nous dirons qu'un 
point x de l'espace analytique A^' an est un point rationnel si V extension de 
corps k — » M'ix) est un isomorphisme. 

En general, l'espace analytique A^' an contient beaucoup plus de points que 
l'espace k n . C'est en particulier le cas si le corps k n'est pas algebriquement 
clos et si n > 1. Considerons une cloture algebrique k du corps k. La valeur 
absolue |.| sur k se prolonge de facon unique en une valeur absolue sur k, que 
nous noterons encore |.|. A tout element (3 = (Pi, . . . ,/3 n ) de k n , nous pouvons 
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associer le point de A 



n,an 
k 



defini par 



k[Ti, ...,T n ] 

p(Ti,...,T n ; 




Nous noterons encore (3 ce point. Attention, cependant : si a designe un element 
de Gal(fe/fc), les points (Pi, . . . , (3 n ) et (a (Pi), . . . , cr(Pn)) coincident ! Un tel point 
sera appele point rigide de l'espace analytique A^' dn . En voici une definition 
equivalents 

Definition 1.1.15. — Soient (k,\.\) un corps value complet et n un nombre 
entier positif. Nous dirons qu'un point x de l'espace analytique A^' an est un 
point rigide si V extension de corps k — > Jff(x) est une extension finie. 

Dans les numeros qui suivent, nous decrivons explicitement l'espace et sa 
topologie dans quelques cas simples. Si le corps k est archimedien, nous ferons 
le lien entre l'espace A^' an et les espaces analytiques reels et complexes usuels. Si 
le corps k est ultrametrique, nous nous contenterons de decrire la droite A^' an . 
Nous observerons, en particulier, qu'elle contient beaucoup plus de points que k. 

1.1.2.1. Espace affine analytique sur un corps archimedien 

Commencons par supposer que le corps (k, |.|) est un corps muni d'une valeur 
absolue archimedienne pour laquelle il est complet. D'apres [5], VI, §6, n° 4, 
theoreme 2, il existe un element s de Pintervalle ]0, 1] tel que le corps value 
(k, \.\) soit isometriquement isomorphe au corps (R, | - |^o) ou au corps (C, l-l^), 
oil |.|oo designe la valeur absolue usuelle. 

Supposons que (k, \.\) = (C, |.|oo)- Soit n un entier positif. Nous savons que 
les points de l'espace A^' an sont en bijection avec les classes d 'equivalences de 
caracteres de C[Ti, . . . , T n ] . Soit 



un tel caractere. D'apres le theoreme de Gelfand-Mazur (cf. [5], VI, §6, n° 4, 
theoreme 1), le corps L est isomorphe a C. Posons 



Alors, le caractere x n'est autre que le morphisme evaluation au point a de C n . 
On en deduit que les ensembles Aq™ et C n sont en bijection, autrement dit, tous 
les points de l'espace analytique A^'™ sont rationnels. D'autre part, il est clair 
que les topologies coincident. Les espaces Aj^' an et C n sont done homeomorphes. 



X : C[Ti, . . . ,T n ] ^ L 



a = 



(x(Ti),..., x (T n ))eC 
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Supposons, a present, que (k, |.|) = (R, | - |oo)- Soit n un entier positif. Le meme 
raisonnement que precedemment montre que l'espace A^ an est homeomorphe 
au quotient de l'espace C n par la conjugaison complexe. En particulier, tous les 
points de l'espace analytique A^ an sont rigides. 

1.1.2.2. Droite sur un corps trivialement value 

Dans cette partie, nous supposerons que le corps k est muni de la valeur 
absolue triviale |.|o- Nous nous contenterons de decrire la droite affine analy- 
tique A^,' an . 

Soit x un point de A fc ' . II lui correspond un6 s Gin i- nor me multiplicative \-\x 
bornee sur k. Notons 

Px = {fe k[T] | \f\ x = 0} . 

C'est un ideal premier de k[T]. 

Supposons, tout d'abord, que l'ideal p x n'est pas l'ideal nul. II existe alors 
un polynome irreductible P(T) de k[T] qui engendre l'ideal p x . La semi-norme 
multiplicative |.| x induit une valeur absolue sur le quotient 

k[T]/p x = k[T]/(P(T)), 

qui est une extension finie du corps k. Cette valeur absolue ne peut etre que la 
valeur absolue triviale. Par consequent, nous avons 

k[T] -> R + 

si P | Q . 



Nx - Q(T) 



1 sinon 



Nous noterons r]pfi le point de A^,' an correspondant. Nous avons 

Jf( VPfi ) = k[T]/(P(T)). 



Supposons, a present, que l'ideal p x est l'ideal nul. La semi-norme multiplica- 
tive |.| x est alors en fait une valeur absolue sur k[T]. Par hypothese, la restriction 
de cette valeur absolue a k est bornee par la valeur absolue triviale. En parti- 
culier, pour tout entier positif n, nous avons In.l^ < 1. On en deduit que la 
valeur absolue est ultrametrique en utilisant le lemme classique suivant. 

Lemme 1.1.16. — Soit (k, |.|) un corps value. La valeur absolue \.\ est ultra- 
metrique si, et seulement si, il existe un nombre reel C tel que, pour tout entier 
positif n, nous ayons |n.l| < C. 
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Demonstration. — Supposons que la valeur absolue |.| est ultrametrique. En 
utilisant Pinegalite ultrametrique et le fait que |1| = 1, on montre par recurrence 
que, pour tout entier positif n, nous avons \n.l\ < 1. 

Supposons qu'il existe un nombre reel C tel que, pour tout entier positif n, 
nous ayons \n.l\ < C. Soient a,b G k. Soit p G N*. Nous avons 



\a + b\ p 



{a + by 



i=0 

< pC max(|a|, \b\)P. 



En elevant Pinegalite obtenue a la puissance 1/p et en faisant tendre p vers +oo, 
on obtient 



\a + 6| < max(|o|, 



□ 



-OO A 



Vq,o 




Fig. 1. Droite analytique sur un corps trivialcment value. 
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Nous allons distinguer deux cas. Supposons, tout d'abord, que \T\ X < 1. On 
montre alors facilement que, quel que soit / S k[T], nous avons 

|/U<i- 

L'inegalite ultrametrique assure alors que la partie 

= {/ e i/u < i} 

est un ideal premier de k[T]. Si cet ideal est nul, alors nous avons |.| x = |.|o- 
Nous appellerons point de Gaufi ce point. Nous le noterons 771. 

Dans les autres cas, l'ideal p' x est engendre par un polynome irreductible P 
de k(T). Notons vp la valuation P-adique sur k[T]. II existe r G ]0, 1[ tel que 
\P\ X = r. Pour tout element Q(T) de k[T], nous avons alors 

\Q\ x =r Vp ®\ 

Nous noterons r\p^ r le point de A^' an correspondant. Le corps residuel complete 
J$f(r)p !r ) en ce point est le complete du corps k(T) pour la topologie P-adique. Si 
P(T) = T, nous noterons rj r le point correspondant. Le corps residuel complete 
Jtf(r] r ) est alors isomorphe au corps des series de Laurent k((T)). 

Supposons, a present, que \T\ X > 1. II existe r > 1 tel que \T\ X = r. L'inegalite 
ultrametrique montre alors que, quel que soit Q(T) € k[T], nous avons 

\Q\ x =r dc ^\ 

Nous noterons r\ r le point de A|.' an correspondant. Le corps residuel complete 
Jt?(r] r ) en ce point est isomorphe au corps A;((T -1 )). 

Introduisons encore quelques notations. Pour a G k et r S [0, 1], nous noterons 

Va,r = VT-a,r- 

Si r = 0, nous noterons parfois simplement a le point r] a) Q. 

Pour finir, decrivons la topologie de la droite A^.' an . Nous ne demontrerons pas 
les resultats qui suivent. Pour se faire une idee des preuves, le lecteur interesse 
peut se reporter au numero 3.1.1, ou nous decrivons la topologie du spectre 
d'un anneau d'entiers de corps de nombres. La topologie des branches est par- 
ticulierement simple. En effet, pour tout polynome irreductible P(T) de k[T), 
1' application 

[0,1] - A 1 ^ 

r 1— » r)p )T 

realise un homeomorphisme sur son image. De meme, l'application 

[i,+°o[ - 

r 1— > rj T 
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realise un homeomorphisme sur son image. 

Ann d'etre complets, il nous reste a decrire un systeme fondamental de voisi- 
nages du point de GauB r/i ; l'ensemble des parties de A^,' an qui contiennent un 
voisinage du point rji dans un nombre fini de branches et la totalite des branches 
rest antes en est un. 

1.1.2.3. Droite sur un corps ultrametrique quelconque 

II est en fait possible de decrire la droite analytique au-dessus de tout corps ul- 
trametrique complet. Nous allons nous limiter au cas des corps qui sont egalement 
algebriquement clos. Cette restriction ne nuit pas a la generalite de notre pro- 
pos. En effet, d'apres [1], corollaire 1.3.6, si k designe un corps value complet, 
k l'une de ses clotures algebriques et k le complete de cette derniere, alors le 
groupe de Galois G&l(k/k) agit sur k et le morphisme naturel 

Al' a 7Gal(£/fc) ^ Aj: an 

est un isomorphisme. 

Nous supposerons done, desormais, que k est un corps ultrametrique complet 
algebriquement clos. Nous reprenons la description donnee par V. Berkovich au 
numero 1.4.4 de l'ouvrage [1]. II distingue quatre types de points. Soit a S k. 
L'application devaluation 

k[T] -» R+ 
P(T) i — > |P(a)| 

definit une semi-norme multiplicative sur k[T] bornee sur k et done un point 
de A^.' an . Nous noterons a ce point. Un tel point est dit de type 1. En ce point 
le corps residuel complete est simplement 

JT(a) = k. 



Soient a £ k et r > 0. L'application 

k[T] -» R + 

Vc„(r-a)" ^ m&x(\c n \r n ) 

* — » n£N 

neN 

definit encore une semi-norme multiplicative sur k[T] bornee sur k. Seul le ca- 
ractere multiplicatif n'est pas immediat. II provient en fait de l'inegalite ul- 
trametrique. Nous noterons r] a>r le point de la droite A^.' an correspondant. II est 
remarquable que, contrairement a ce que notre notation peut laisser croire, le 
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Fig. 2. Droite analytique sur le corps C p muni de la valeur absolue |.| p . 

point r/ a r ne depend que du disque de centre a et de rayon r. En particulier, 
pour (3 £ k, nous avons 

r]a,r = V/3,r si \a — P\< r. 

Les differents points r/ a>r se comportent differemment selon que le nombre reel r 
appartient ou non au groupe \k*\. Lorsque r appartient a \k*\, le point ry Qjr est 
dit de type 2. Nous avons alors 

jf(rfc,r) ^ k(T) et \Jt(r) a>r )*\ = \k*\. 

Lorsque r n'appartient pas a le point r] a)r est dit de type 3. Nous avons 
alors 

^{Va,r) = k et le groupe \ J4?(r} atr )*\ est engendre par \k*\ et r. 
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Lorsque a = 0, nous noterons simplement r] r = rj a ^ r . 

II nous reste un type de points a decrire. Soient / un ensemble ordonne, 
a = {a.j)i£i une famille d'elements de k et r = (rj)ie/ une famille de nombres 
reels strictement positifs qui verifient les proprietes suivantes : 

i) Mi < j, D(ai,ri) C D(a j ,r j ) ; 

u) f]D( ai ,ri) = 0. 

De telles families existent lorsque le corps k n'est pas maximalement complet 
(c/. [21], definition 5.2). C'est le cas du corps C p , pour tout nombre premier p. 
Remarquons que de telles families verifient 

inf(j-i) > 0, 

sinon le caractere complet du corps k imposerait a l'intersection des disques de 
contenir un point. L'application 

k[T] -f R+ 
P(T) » mt(\P( Vai , ri )\) 

definit une semi-norme multiplicative sur k[T] bornee sur k. Nous noterons r] ajr 
le point de la droite A^.' an correspondant. Un tel point est dit de type 4. Le 
corps residuel complete en ce point est une extension immediate du corps k : il 
verifie 

JT(^ r ) = fcet \Jif(v a ,r)*\ = \k*\. 



Pour terminer, revenons au cas d'un corps k ultrametrique complet quel- 
conque et done plus necessairement algebriquement clos. Considerons le mor- 
phisme de changement de base 

Al.an « l,an 
% ^ k ■ 

C'est un morphisme surjectif. Nous dirons qu'un point x de la droite analy- 
tique A^,' an est de type i, pour i G [1,4], si Pun des ses antecedents par le 
morphisme if est de type i (et c'est alors le cas pour tous). En outre, pour tous 
elements a de k et r de R + , nous noterons identiquement les points a, rj ar et r\ T 
de Ai' an et leur image par le morphisme (p. De nouveau, nous appellerons 

k 

point de Gaufi le point rji. 
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Soit -P(T) un polynome irreductible de k[T]. Notons a±, . . . , ad, avec d € N* 
ses racines dans k. L'application 

k[T] -» R+ 

v y 1 smon 



est une semi-norme multiplicative sur k[T], bornee sur k. Nous noterons rjpfl le 

pondant. Nous avons 

¥> _1 (?7P,o) ={«!,••• ,ad} 



point de la droite A^' an correspondant. Nous avons 



et 

Jt>(riP, ) = k[T]/(P(T)). 

En particulier, le point rjpfi est un point de type 1 et un point rigide de la 
droite analytique Aj,' an . Reciproquement, si le corps k est parfait, le theoreme 
de l'element primitif assure que tout point rigide de cette droite peut s'ecrire 
sous la forme r?Q,o, ou Q est un polynome irreductible a coefficients dans k. 

Les points rigides sont des points de type 1 de la droite A],' an , mais la 
reciproque n'est en general pas valable, meme dans le cas des corps parfaits. 
Considerons, par exemple, le corps Q p muni de la valeur absolue p-adique 
usuelle \.\ p . Cette valeur absolue se prolonge de fagon unique en une valeur 
absolue sur C p , que nous noterons identiquement. Soit a un point de C p qui 
n'est pas algebrique sur Q p . L'application 

Q P [T] -> R+ 
Q(T) ^ \Q(a)\ p 

definit un point de type 1 de la droite Aq an qui n'est pas un point rigide. En 
effet, le corps residuel complete en ce point n'est autre que le corps Q p (a), une 
extension transcendante de Q p . 

La topologie de la droite analytique sur un corps ultrametrique complet quel- 
conque est, en general, assez compliquee et nous ne la decrirons pas, mais la 
figure 2 nous semble permettre de se la representer assez fidelement. En parti- 
culier, les segments que l'on y voit traces sont homeomorphes a des segments. 
II faut cependant etre prudents en ce qui concerne les voisinages des points de 
type 2, autrement dit, les points de branchement. Soient x un tel point et C x 
l'ensemble des composantes connexes du complementaire du point x dans la 
droite A|,' an (cet ensemble est naturellement en bijection avec la droite projec- 
tive sur le corps Jf?(x)). Alors, pour tout voisinage V du point x, il n'existe qu'un 
nombre fini d'elements de C x qui ne soient pas entierement contenus dans V. 
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1.1.3. Faisceau structural 



Pour parvenir a faire de la geometrie sur les espaces analytiques au sens 
precedent, nous devons en faire des espaces localement anneles. Nous suivrons la 
construction developpee par V. Berkovich au numero 1.5 de l'ouvrage [1]. Soient 
(g/, ||.||) un anneau de Banach et n un entier positif. Nous nous restreindrons a 
certains types de normes. 

Definition 1.1.17. — On appelle semi-norme spectrale sur V anneau de Ba- 
nach ||.||) la semi-norme definie par 



Remarque 1.1.18. — Les deux dernieres quantites sont egales en vertu de [1], 
theoreme 1.3.1. 

Definition 1.1.19. — Nous dirons que la norme |.| est uniforme si elle est 
equivalente a la semi-norme spectrale, c'est-d-dire s'il existe deux constantes 
C- > et C + > telles que 



Dans ce cas, nous dirons que l'anneau de Banach ||.||) est uniforme. 

Dans la suite de ce texte, nous supposerons toujours que la norme \\.\\ est uni- 
forme. Cela impose en particulier a la semi-norme spectrale d'etre une norme et 
done a l'anneau s/ d'etre reduit. Nous disposons egalement d'un homeomorphisme 



induit par l'application identite. 

Definissons, a present, le prefaisceau des fractions rationnelles sans poles 
sur A^ an de la fagon suivante : pour tout ouvert U de A^ an , l'anneau J(f{U) 
est le localise de srf\T\, . . . , T n ] par Pensemble de ses elements qui ne s'an- 
nulent en aucun point de U. Exprimons cette definition a l'aide de notations 
mathematiques. 

Definition 1.1.20. — Pour tout ouvert U de I'espace A."z an , posons 



Nous definissons le prefaisceau J€ des fractions rationnelles sans poles 
sur I'espace A^. an comme le foncteur contravariant qui a tout ouvert U de A^ an 
associe l'anneau 




v/ 6<c_||/|| sp < ii/n <c + ii/n 



J?(sf, \\.\\) ^ JK(srf, \\.\\ S p) 



Su = {P£ *f[Ti, . . . ,T n ) | Vx G U, P(x) + 0} . 



Jt(U) = Su 1 ^[T 1 ,...,T n }. 
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Nous allons maintenant definir les fonctions analytiques comme les fonctions 
qui sont localement limites uniformes de fractions rationnelles sans poles. 

Definition 1.1.21. — Nous definissons le faisceau structural & sur l'es- 
pace A^ an , que nous appellerons encore faisceau des fonctions analytiques 

sur l'espace A^ an ; comme le foncteur contravariant qui a tout ouvert U de A^ ar 
associe Vanneau G(U) constitue de V ensemble des applications 

f -U - □ Jf{x) 

telles que, pour tout element x de U, on ait 

f{x) € Jf(x) 

et qui verifient la condition suivante : pour tout element x de U, il existe un 
voisinage ouvert V de x dans U et une suite (-Rj)ieN d'elements de J^(V) telle 
que, quel que soit e > 0, il existe un entier positif j pour lequel on ait 

Vi>3, VyeV, \f(y)-Ri(y)\<e. 

Remarque 1.1.22. — Cette definition locale assure que 6 est bien un faisceau 
d'anneaux sur A^ an . On verifie qu'en tout point x de l'espace A™J. an , le germe G x 
est un anneau local dont l'ideal maximal est l'ensemble des germes de fonctions 
qui s'annulent au point x. 

Definition 1.1.23. — Soit x un point de l'espace A^ an . Nous noterons m x 
I 'ideal maximal de I 'anneau local G x . Nous appellerons corps residuel du point x 
le corps 

k(x) = x /m x . 

Remarque 1.1.24. — Si l'anneau de Banach considere est l'anneau C muni 
de la valeur absolue usuelle, nous retrouvons la notion habituelle de fonction 
holomorphe. En effet, toutes les fractions rationnelles sans poles sur un ouvert 
de C n sont holomorphes sur cet ouvert et il est bien connu qu'une limite uniforme 
de fonctions holomorphes reste holomorphe. 

Reciproquement, toute fonction holomorphe sur un ouvert U de C n est locale- 
ment limite uniforme de polynomes. II suffit, par exemple, de recouvrir l'ouvert U 
par des disques ouverts dont l'adherence est contenue dans U. 

Le resultat qui suit justifie le fait que nous ayons choisi de munir l'anneau g/ 
d'une nor me uniforme. 
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Lemme 1.1.25. — Le morphisme d'anneaux naturel 

■^[Ti, . . . ,T„] — > &(A n J m ) 

est injectif. 

Demonstration. — Soit P un element de &/[Ti, . . . , T n ] dont l'image dans <^(A^ an ) 
est nulle. Cela signifie qu'en tout point x de l'espace A^ an , nous avons 

P(T u ...,T n )(x) = 0. 

II existe une famille presque nulle (afc 1 ,...,fc n )(fci....,fc, l )eN n d'elements de srf telle 
que Ton ait 

P{T l ,...,T n ) = ]T a kl ,..., kn T^---Tt dans^[Ti,...,r n ]. 

(fei,...,fe n )6N« 

Soit 6 un point de Si le polynome 

P b {T u ...,T n )= Yl a ki,..,k n (b) if 1 ■ ■ ■ de Jf(b)[T u . . . ,T n ] 
(ti,..,fc„)eN» 

n'est pas nul, il existe une extension finie de Jtff(b) et un element a b de 
tel que Ton ait 

Pbi&b) 7^ dans Lf,. 

L'element de L% definit alors un point (rigide) a' b de l'espace Jt?(b) [T\, . . . , T n ] 
en lequel nous avons 

p(T 1 ,...,T n )(a' b ) = p b (T 1) ...,T n )( a ' b )^o. 

C'est impossible. 

Soit . . . , k n ) un element de N n . Nous avons montre que, pour tout point b 
de ^(g/), nous avons 

a kl ,...,k n (b) = 0. 

On en deduit que 

||ofcl,...,fc n lisp — 

et done que 

H a fci,...,fcJI = 0) 

puisque la semi-norme ||.|| S p et la norme ||.| sont equivalentes. Par consequent, 
nous avons a kl ... k„ = dans g/. On en deduit que le polynome P est nul. □ 

Remarque 1.1.26. — L'application identite de ||.||) vers (cf^, || • ||sp) induit 
un isomorphisme d'espaces anneles 

^ill-ll ^jII-IUp" 
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Pour de nombreuses questions, nous pourrons done supposer que la nor me |.| 
est la norme spectrale. 

Nous disposons, a present, d'une notion de fonction analytique sur les ouverts 
dc 1" espace . Nous pouvons en deduire une definition generale d'espace 

analytique. Nous la donnons ci-dessous dans un souci d'exhaustivite, mais ne 
l'utiliserons pas. Dans le cas complexe, un espace est dit analytique s'il est 
localement isomorphe a un ferine analytique d'un ouvert d'un espace affine. La 
definition suivante s'impose done naturellement. 

Definition 1.1.27 (V. Berkovich). — On dit qu'un espace localement annele 
(V, Gy) est un modele local d'un espace analytique sur stf s'il existe un 
entier positif n, un ouvert U de A^. an et un faisceau ,Y d'ideaux de type fini 
de G\j tels que (V,€?v) soit isomorphe au support du faisceau Gy I J 1 , muni du 
faisceau @u j J* . 

On appelle espace analytique sur tout espace localement annele qui est 
localement isomorphe a un modele local d'un espace analytique sur si . 

A titre d'exemple, donnons, sans demonstration, quelques proprietes des an- 
neaux locaux en les points de la droite analytique sur un corps ultrametrique. 

Proposition 1.1.28. — Soit (k, |.[) un corps ultrametrique complet. Notons 
X = A^,' an la droite analytique sur le corps k. 

i) Soit x un point rigide de V espace X. Alors, I'anneau local Gx,x est un 
anneau de valuation discrete. S'il existe un polyndme P irreductible a coef- 
ficients dans k tel que le point x soit le point t]p,q (e'est toujours le cas si 
le corps k est parfait), alors Videal maximal de Gx,x est engendre par P. 

ii) Soit x un point de type 1 de V espace X qui n'est pas un point rigide. Alors, 
I'anneau local Gx,x est un corps. 

Hi) Soit x un point de type 2, 3 ou 4 de I'espace X . Alors, I'anneau local &x,x 
est un corps. 

Dans la suite de ce texte, nous considererons souvent les sections d'un faisceau 
au-dessus d'une partie qui n'est pas ouverte. Voici quelques rappels sur cette 
notion. Soit Y un espace topologique et & un faisceau d'ensembles sur Y . A ce 
faisceau est associe un espace etale (^,p), ou & est un espace topologique et 
p : & — > Y un homeomorphisme local. Pour tout partie V de Y, notons ,^(V) 
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l'ensemble des sections continues de Papplication p au-dessus de V. Pour toute 
partie ouverte U de Y, il existe alors une bijection canonique 

&(U) ^ #(£/)• 

Pour des precisions sur cette construction, on se reportera a [12], II, 1.2. 
Definition 1.1.29. — Pour toute partie V de Y , on pose 

&(V) = -#(V). 

Sous certaines conditions, il est possible de decrire l'ensemble JP(V) direc- 
tement en termes des ensembles de sections du faisceau & sur les ouverts de 
l'espace Y. Citons, a ce propos, le corollaire 1 au theoreme 3.3.1 du chapitre II 
de l'ouvrage [12]. 

Theoreme 1.1.30. — Soient V une partie de Y qui possede un systeme fon- 
damental de voisinages paracompacts. Alors V 'application canonique 

limine/) -f &(V), 

ou la limite inductive est prise sur l'ensemble des voisinages ouverts U de V 
dans Y, est bijective. 

Nous n'utiliserons l'ensemble &(V) que dans les cas ou les hypotheses du 
theoreme sont satisfaites. C'est en particulier le cas lorsque 

1. la partie V est fermee et l'espace Y paracompact (par exemple, si Y est 
une partie fermee d'un espace affine analytique au-dessus d'un anneau de 
Banach, d'apres le theoreme 1.1.13) ; 

2. la partie V est quelconque et l'espace Y est metrisable (par exemple, si Y 
est une partie d'un espace affine analytique au-dessus d'un anneau d'entiers 
de corps de nombres, comme nous le verrons au theoreme 3.5.1). 

Signalons que cette notation peut malheureusement prefer a confusion lorsque 
Ton considere un espace analytique au-dessus d'un corps ultrametrique complet. 
Soient (k, |.|) un tel corps et n un entier positif. Notons D le disque unite ferine 
centre en de l'espace A^' an . L'algebre 0(D) n'est alors pas Palgebre de Tate, 
formee des series qui convergent sur D, mais l'algebre de Washnitzer, constituee 
des series qui convergent au voisinage de D (c/. [14], 1.2). 

Ajoutons quelques mots au sujet de la restriction des faisceaux. 

Definition 1.1.31. — Pour toute partie V de Y , on definit un faisceau d'en- 
sembles sur V comme le foncteur contravariant qui a tout ouvert U de V 
associe l'ensemble JP(V). 
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Ces restrictions jouissent de bonnes proprietes, comme le montre le lemme 
qui suit. 

Lemme 1.1.32. — Soient V etW deux parties de I'espace Y . Pour toute par- 
tie U de V fl W , nous avons une bijection 

En particulier, pour tout point x de V n W , nous avons une bijection entre les 
germes 

Pour finir, signalons que les constructions et resultats qui precdent restent 
evidemment valables mutatis mutandis pour les faisceaux a valeurs dans n'im- 
porte quelle categorie. 
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1.2. Parties compactes spectralement convexes 

Soient (si/, ||.||) un anneau de Banach uniforme et n un entier positif. Intro- 
duisons deux nouvelles definitions. Rappelons (c/. definition 1.1.20) que, pour 
toute partie V de l'espace analytique A^ an , nous definissons l'anneau Jt(V) 
comme le localise de l'anneau £/[T\,... ,T n ] par la partie multiplicative formee 
des elements qui ne s'annulent pas au voisinage de V. 

Definition 1.2.1. — Soit V une partie compacte de l'espace analytique A^- an . 
Nous notons 33{V) le complete de l'anneau J(f(y) pour la norme uniforme ||.||y 
sur V . 

Remarque 1.2.2. — Quel que soient P £ J(f{V) et k £ N, nous avons l'egalite 

\\P k \\y = 

et cette propriete s'etend a 38 (V). On en deduit que la norme ||.||y sur 3§{V) 
est la norme spectrale. En particulier, le couple {33(V), ||.||v) est un anneau de 
Banach uniforme. 

Soit V une partie compacte de l'espace analytique A^- an . Le morphisme na- 
turel 

/ : £^[Ti, . . . ,T n ] — > 38(V) 
est borne sur . II induit done un morphisme entre espaces localement anneles 

Nous allons chercher ici a decrire l'image de ce morphisme et, plus generalement, 
a comprendre ses proprietes. 

Commengons par une propriete topologique simple. 
Lemme 1.2.3. — Le morphisme ip realise un homeomorphisme sur son image. 

Demonstration. — Puisque l'espace ^(3$(V)) est compact, il suffit de montrer 
que le morphisme (p est injectif. Soient x et y deux points distincts de ^{33(V)). 
Notons \.\ x et \.\ y les semi-normes multiplicatives bornees sur 3£t(V) associees. 
Par hypothese, il existe un element P de 3$(V) tel que 

I^U + \P\v 

La densite de J^(V) dans 33(V) nous permet d'en deduire qu'il existe Q S Jt(V) 
tel que 

\Q\**\Q\v 
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En ecrivant Q comme element du localise de £?[Ti, . . . , T n ], on montre alors qu'il 
existe un polynome P € £?[Ti, . . . , T n ] tel que 

\f(P)\ X ^\f(P)\y. 

Par consequent, les points p(x) et <p(y) de A^ an sont distincts. □ 

En fait, nous disposons meme d'un isomorphisme d'espaces anneles si l'on 
s'autorise a restreindre le morphisme a la source et au but. 
Lemme 1.2.4. — Notons U Vinterieur de Vimage de ip dans A^ an . Le mor- 
phisme 

ip : y~ l {U) -» U 
induit par ip est un isomorphisme d'espaces anneles. 

Demonstration. — Soit x £ p~ l (U). Notons y = ip(x) = p(x). II nous suffit de 
montrer que le morphisme induit 

est un isomorphisme. L'injectivite provient directement du fait que tp est un 
homeomorphisme. 

Montrons que ce morphisme est surjectif. Soit g € ^>-i([/),ar Notons Jf' 
le prefaisceau des fractions rationnelles sur ^(33(V)). II existe un voisinage 
compact W de x dans p~ l {U) et une suite (Rk)keN d'elements de J(f'(W) qui 
converge uniformement vers g sur W. Soit ieN. Par definition de JtT'(W), il 
existe un element Sk de Jtf(ij){W)) tel que 

W\w( S k) ~ Rk\\w < ^fe- 

La suite (Sfe)fceN etant de Cauchy uniforme sur ip(W), elle converge vers un 
element de ,33(ip(W)). Son image dans l'anneau local &u,y es t envoyee sur g 
par tp*. □ 

Remarque 1.2.5. — Le resultat est, en general, faux si l'on ne restreint pas le 
morphisme. Supposons que le compact V soit reduit a un point x. Par definition, 
nous avons alors 3&(V) = J4?(x). L' homeomorphisme induit par (p est done 

JK{Jf[x)) ^ {x} 

et le morphisme induit entre les anneaux locaux est 

Ce n'est pas, en general, un isomorphisme. 

Demontrons, a present, un premier resultat sur l'image de (p. 
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Lemme 1.2.6. — L'image du morphisme ip contient le compact V . 

Demonstration. — Soit x un point de V . II lui correspond un caractere 

Xx : J*[T 1 ,...,T n ]^J(f'{x). 

Puisque x £ V, un element P de s^\T\, ■ ■ ■ , T n ] qui ne s'annule pas au voisinage 
de V ne s'annule pas en x. Son image est done inversible dans J$?(x). Par 
consequent, le morphisme Xx induit, par localisation, un morphisme 

Jf(V) -> J^(x). 

Puisque x appartient a V, ce morphisme est borne. II induit done un morphisme 
entre les completes 

&{V) -» Jf(x), 

ce qu'il fallait demontrer. □ 

Remarque 1.2.7. — La reciproque de ce resultat n'est pas vraie en general. 
Montrons-le sur un exemple. Choisissons pour algebre de Banach si un corps 
algebriquement clos k que nous munissons de la valeur absolue triviale |.|o- 
Notons D le disque ferme de centre et de rayon 1 de X = A^' an : 

D= P| {xeX\\Ti(x)\<l}. 

l<i<n 

Considerons la partie compacte V de X definie par 

V= |J {xeD\\T i (x)\ = l}. 

l<i<n 

Supposons que n > 2. Tout polynome non constant P de k[T\, . . . , T n ] s'annule 
alors sur V, puisqu'il s'annule en un point non nul de k n . Par consequent, nous 
avons 

jer(v) = k[T 1 ,...,T n ]. 

La norme uniforme sur la partie V n'est autre que la norme triviale. On en deduit 
que SS{V) est l'algebre k[T\, . . . ,T n ] munie de la norme triviale, autrement dit 
l'algebre k{T±, . . . , T n } munie de la norme de Gaufl. Par consequent, l'image 
de (&(V)) dans X est le disque D tout entier. 

Dans certains cas, nous pouvons cependant affirmer que l'image du mor- 
phisme (p coincide avec la partie compacte V. 
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Definition 1.2.8. — Nous dirons que la partie compacte V de Vespace af- 
fine A^. an est rationnelle s'il existe p £ N, des polyndmes P\, . . . ,P p ,Q de 
g/[Ti, . . . ,T n ] ne s'annulant pas simultanement sur V et des nombres reels 
r\ , . . . , r p > tels que 

V= p| {xeX\\p(x)\<n\Q(x)\} . 

l<i<p 

Une partie compacte V de Vespace affine A^ an est dite pro- rationnelle si 
elle est intersection de parties compactes rationnelles. 

Remarque 1.2.9. — Soient p S N, P\, . . . ,P p des elements de &^[Ti, . . . , T n ] 
et si, . . . , s p , t\, . . . , t p des nombres reels positifs. Alors la partie de A^. an dennie 
par 

p| {xeX\ Si < \Pi(x)\ <u} 

l<i<p 

est une partie compacte rationnelle de A^ an , des qu'elle est compacte. Rappe- 
lons que nous avons donne des exemples de parties compactes a la proposition 
1.1.11 et au corollaire 1.1.12. On en deduit aisement que tout point de A^. an 
possede un systeme fondamental de voisinages constitue de parties compactes 
rationnelles. 

Lemme 1.2.10. — Si le compact V est pro-rationnel, alors I'image du mor- 
phisme <p est contenue dans V . 

Demonstration. — Supposons qu'il existe un ensemble J et une famille (Vj)j<=j 
de parties compactes rationnelles telles que 

V=f]V 3 . 

Soit j € J. II existe un entier p € N, des polyndmes P%, . . . , P p , Q de«e/[Ti, . . . , T n ] 
ne s'annulant pas simultanement sur V et des nombres reels r±, . . . ,r p > tels 
que 

Vj= p {xeXWPiix^^rtlQix)]}. 

l<i<p 

Soit x un point de ^{SS{V)). II est associe a une semi-norme multiplica- 
tive |.|a. bornee sur 3S(V). Rappelons que nous notons / le morphisme naturel 
de £?[Ti, . . . , T n ] dans ^(V). Le point y = tp(x) est alors associe a la semi-norme 
multiplicative bornee sur sz/[Ti, . . . , T n ] definie par Par hypothese, le po- 

lynome Q ne s'annule pas sur Vj et done sur V. On en deduit que l'element f(Q) 
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est inversible dans £${V). Par consequent, nous avons \ f(Q)\ x ^ 0. Soit i S [l,f>]. 
Nous avons 



\HQ)l 



HQ) 



< 



HQ) 



Or, par definition de Vj, quel que soit z S V, nous avons |-Pj(^)| < ri \Q{z)\. On 
en deduit que 



= sup 

v zev 



\Q(z) 



< 



sup 

z£Vi 



\Q(*) 



< n. 



HQ) 

Par consequent, nous avons 

\f{Pi)\ x <n\f{Q%- 

Cette inegalite etant verifiee quel que soit i E la semi-norme multiplica- 

tive |/(.)|x correspond bien a un element de Vj. 
Finalement, nous avons montre que 

y ef) Vj = V. 

L'image du morphisme <p est done contenue dans V. □ 

Regroupons dans un meme enonce les resultats que nous avons demontres 
dans le cas des parties compactes pro-rationnelles. 

Theoreme 1.2.11. — Si le compact V est pro-rationnel, alors le morphisme 

p : Jt{®{V)) -> A"/ n 
induit par le morphisme naturel 

^[Ti,...,T n ]->#(V0 

realise un homeomorphisme de ^(£%(V)) sur son image, qui est egale a V . En 
outre, le morphisme 

induit par (p est un isomorphisme d'espace anneles. 



Ann d'y faire reference par la suite, nous donnons un nom aux parties com- 
pactes qui possedent des proprietes analogues a celles des parties compactes 
pro-rationnelles. 

Definition 1.2.12. — Nous dirons que la partie compacte V de Vespace ana- 
lytique A^ an est spectralement convexe si le morphisme naturel 
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induit un homeomorphisme entre ^{33(V)) et V et si le morphisme induit 
est un isomorphisme d'espace anneles. 

Remarque 1.2.13. — D'apres les lemmes 1.2.3, 1.2.4 et 1.2.6, une partie com- 
pacte V est spectralement convexe si, et seulement si, l'image du morphisme <p 
est contenue dans V. 

A partir d'une partie compacte spectralement convexe donnee, il est facile d'en 
construire d'autres, ainsi que le montrent les resultats qui suivent. Introduisons 
des notations supplementaires. Soit m € N. Le morphisme 



induit un morphisme 

i2^[Ti, . . . , T n , Si, . . 
et un diagramme commutatif 

» m,an 



,T n ] 



) S m ] 



m{v) 

&(V)[S u ...,S m ] 



n+m, an 



Nous noterons JfT' et 38' (respectivement J?T" et 03") le prefaisceau des fractions 
rationnelles sur (respectivement A^ l_m ' an ) et celui que Ton obtient en 

completant les anneaux de sections pour la norme uniforme. 

Lemme 1.2.14. — Soit r € R+. Notons D" la partie compacte de A^ l ~ m,an 
definie par 

D" = {i£ vr //_1 (T/) | Vj e [l,m], \Sj(x)\ < r} . 
Si le compact V est spectralement convexe, alors le compact D" Vest egalement. 

Demonstration. — Supposons que le compact V est spectralement convexe. 
D'apres la remarque 1.2.13, il suffit de montrer que l'image Z du morphisme 
naturel 

Jt (§3"(D")) 

est contenue dans D" . Remarquons, tout d'abord, que, pour tout element j 
de [l,m], nous avons ||5j||.d" < r. On en deduit que 

n+m, an 



» ra+m,an 



z c \x e A 



si 



Vj € [l,m], \Sj(x)\ <r}. 
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Considerons, maintenant, le morphisme 

s^\T\, . . . , T n ] — > s^[Ti, . . . , T n , Si, . . . , S m ]. 

Pour tout element P de £/[Ti, . . . , T n et tout element x de A^ t_m ' an , nous avons 
l'egalite |-P(x)| = |P(7r"(x))|. On en deduit que le morphisme precedent induit 
un morphisme 

jfriy) -» jfr"{w), 

puis un morphisme borne 

38{y) &"(W). 
Nous obtenons alors le diagramme commutatif suivant : 

Jg{@"{W)) A n+m. A n _ 



Puisque le compact V est spectralement convexe, l'image du morphisme 93 est 
contenue dans V. On en deduit que l'image Z de ./&{38"{W)) est contenue 
dans tt"~ 1 {V) et, finalement, dans D". □ 

Proposition 1.2.15. — Si le compact V est spectralement convexe, alors le 
morphisme 

1 a rra,an a n+m, an 

™ : A . a J{V) ~^ A sa? 

induit un homeomorphime sur son image, qui est egale a tt"~ 1 (V). En outre, le 
morphisme induit au-dessus de V est un isomorphisme d'espaces anneles. 

Demonstration. — Supposons que le compact V est spectralement convexe. 
Soit r > 0. Posons 

D' = {xe I Vj G [1, s], < r} 

et 

L>" = [x G tt"- 1 ^) I Vj G < r} . 

Puisque V est spectralement convexe, le morphisme D' — ► D" induit par ip 
est bijectif. En particulier, un element P de srf\T\, . . . , T n , Si, . . . , S m ] s'annule 
sur D' si, et seulement si, il s'annule sur D" et satisfait l'egalite ||-P||d' = ||P||.d". 
On deduit de ces proprietes que le morphisme naturel 

3B"(D") -> m\D') 

est un isomorphisme. 
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Considerons le diagramme commutatif 

JZ{&{D'))—^.^{@"{D")) . 

A m > an ^ »n+m,an 
A S8{V) " 

Puisque D' est un compact rationnel, le morphisme a induit un homeomorphisme 
sur son image, qui est egale a D', et un isomorphisme d'espaces anneles sur 
l'interieur. D'apres le lemme precedent, le compact D" est spectralement convexe 
et le morphisme (3 induit un homeomorphisme sur son image, qui est egale 
a D" , et un isomorphisme d'espaces anneles sur l'interieur. On en deduit que 
le morphisme ip induit un homeomorphisme entre les espaces D' et D" et un 
isomorphisme d'espaces anneles entre leur interieur. 

On obtient finalement le resultat voulu en remarquant que les espaces A^j^ 
et A^" m ' an sont obtenus comme reunion des espaces D' et D" pour r G R+. 

□ 



Proposition 1.2.16. — Supposons que le compact V est spectralement convexe. 
Soit W une partie compacte et spectralement convexe de A 1 ^'^ . Alors, la partie 



compacte tjj(W) de A^ m ' an est encore spectralement convexe. 
Demonstration. — D'apres la proposition precedente, le morphisme 

/ a m,an a n+m, an 

induit un homeomorphime sur son image, qui est egale a n"~ (V). En raisonnant 
comme dans la demonstration precedente, on en deduit que le morphisme naturel 

est un isomorphisme. 

Considerons, a present, le diagramme commutatif 

& 

A m ' an ^ A n+m,an 

A .nv) ~ — " A s / 

Puisque le compact W est spectralement convexe, l'image du morphisme a est 
egale a W. On en deduit que l'image du morphisme (3 est contenue dans ip(W). 
On conclut alors a l'aide de la remarque 1.2.13. □ 



1.2. PARTIES COMPACTES SPECTRALEMENT CONVEXES 



33 



Pour finir, nous montrons l'existence de l'enveloppe spectralement convexe 
d'une partie compacte. 

Proposition 1.2.17. — Notons W Vimage du morphisme naturel 

C'est une partie compacte et spectralement convexe de A^ an . 

Demonstration. — D'apres les lemmes 1.2.3 et 1.2.6, le morphisme <p realise un 
homeomorphisme sur le compact W et ce dernier contient V. Soit / un element 
de s>f[Ti, . . . , T n ] qui ne s'annule pas au voisinage du compact V. II possede alors 
un inverse dans J(f(V) et done dans £$ (V)- O n en deduit que, pour tout element 
y de ^(^(V)), nous avons f(y) ^ 0. La fonction / est done minoree par une 
constante strictement positive sur le compact W. Elle ne s'annule done pas au 
voisinage de W. On en deduit que le morphisme 

jt(w) -» jer(y) 

induit par l'inclusion V C W est un isomorphisme. Puisque le morphisme <p 
a pour image W, la norme uniforme sur W coincide avec la norme sur 3S(V), 
qui n'est autre que la norme uniforme sur V . On en deduit que le morphisme 
naturel 

&(w) -» &(y) 

est un isomorphisme. II en est done de meme pour le morphisme 

□ 
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1.3. Flot 

Nous consacrons cette partie a la demonstration de quelques proprietes des 
semi-normes multiplicatives. Nous nous interesserons notamment a l'application 
qui consiste a elever une semi-norme multiplicative a une certaine puissance. 

Commengons par rappeler un resultat classique permettant de demontrer 
qu'une application est une valeur absolue (c/. [5], VI, §6, n° 1, proposition 2). 

Proposition 1.3.1. — Soit k un corps. Soit f une application de k dans R + 
verifiant les proprietes suivantes : 

i) {f{x) = 0) (x = 0) ; 

ii) Vx,y G K, f(xy) = f(x)f(y) ; 

Hi) 3A > 0, Vx,y £ K, f{x + y) < Amax(f(x),f(y)) ; 
iv) 3C > 0, Vn G N*, /(n.l) < Cn. 
Alors l'application f est une valeur absolue sur k. 

Lemme 1.3.2. — Soit k un corps muni d'une valeur absolue \.\. Supposons 
qu'il existe A G [0, 1] tel que, quel que soit n G N, on ait 

\n.l\ < n x . 

Alors, quels que soient les elements x et y de k, on a 

\x + y\ < 2 A max{|x|, \y\}. 
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Demonstration. — Soient x,y G k. Soit r G N*. On a 
\x + y\ r = |(x + y) r | 



< 

< 
< 

< 

< 
< 
< 



i=0 

r + l)m a x((C*) X \xn y r*) 

0<i<r 



r + 1 



)(»«(q|N^|y|M/A) 



r + i) (Y,ci\x\ i/x \y\ ir - i)/x 

\i=0 / 

r + l)(|x| 1 /A + M i/A) rA 

r + 1) (2 max(|x|, |y|) 1/A 
r + l)2 rA max(|x|,|y|) r . 



En elevant cette inegalite a la puissance 1/r et en faisant tendre r vers l'infini, 
on obtient le resultat annonce. □ 

Soient x un point de A^ an et b son projete sur ^(g/). Le point b est associe 
a une semi-norme multiplicative \.\{, sur g/. Un calcul elementaire montre que 
1' ensemble 

{ £ gr;|v/g^, |/|f< ll/ll} 

est un intervalle. Nous le noterons indifferemment I x ou 

Soit e G lb- Notons la semi-norme multiplicative sur sf\F\, . . . , T n ] associee 
au point x de A^ an . L'application 

_ &?[Ti, . .. ,T n ] -> R + 
• p ^ \P\l 

est multiplicative, envoie sur et 1 sur 1. 

Montrons, a present, que c'est une semi-norme. Considerons le corps residuel 
complete (J4?(x), |.|) du point x. Quel que soient /, g G J^{x), nous avons 

\f + g\ < |/| + bl <2max(|/|,| ff |) 

et done 

|/ + 5 | £ <2 £ max(|/|M 5 n. 
En outre, quel que soit n G N, nous avons 
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D'apres la proposition 1.3.1, l'application |.| s est une valeur absolue sur le 
corps J4?(x). On en deduit que l'application \.\ £ x est une semi-norme multipli- 
cative sur £/[T\, . . . ,T n ]. Elle est bornee sur si , par definition de lb, et definit 
done un point de A^ an . Nous le noterons x e . Remarquons que les corps Jif(x) 
et Jtf?(x £ ) sont canoniquement isomorphes. Seule la valeur absolue change. 

Nous avons volontairement exclu la valeur de notre definition de II est 
cependant possible de definir egalement le point x°, comme nous le montrons 
ici. Pour cela, il nous faut supposer que l'intervalle lb a pour borne inferieure 0. 
L'application 

s/[T x ,...,T n ] -» R+ 

\x ■ p ^ 



r si \P(x)\ = 



1 si|P(x)[^0 

est multiplicative, envoie sur et 1 sur 1. Le meme raisonnement que prece- 
demment montre que e'est une semi-norme multiplicative sur &/[Ti, . . . , T n \ qui 
est bornee sur . Nous noterons x° le point de l'espace A^. an qui lui est associe. 
Contrairement au cas precedent, les corps Jtf'(x) et J4?(x°) ne sont, en general, 
pas isomorphes. 

Dans la suite de cette partie, nous noterons X = A^ an . 
Definition 1.3.3. — Definissons une partie de X x par 

D = {(x,e), xeX,eeI x }. 

Nous appellerons flot V application 

D -> X 

(x,e) i— ► x £ 

Proposition 1.3.4. — Le flot est une application continue. 

Demonstration. — Rappelons que la topologie de X = A^ an est, par definition, 
la topologie la plus grossiere qui rend continues les applications de la forme 

X -> R + 
x i — ► \P(x)\ ' 

avec P 6 A[T\,. . . ,T n ]. Pour montrer que le flot est continu, il suffit done de 
montrer que, quel que soit P £ A[T\, . . . ,T n ], l'application composee 

D — > R + 

(x,e) ^ \P(x e )\ = \P(x)\ £ 

est continue. Cette propriete est bien verifiee car l'application precedente est 
obtenue en composant deux applications continues : l'application devaluation 
de P et Pelevation a la puissance e. □ 
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Le flot peut parfois se prolonger a une partie de X x R + , mais il n'est alors, en 
general, plus continu. Nous disposons cependant du resultat, plus faible, suivant. 
Lemme 1.3.5. — Soit x un point de X tel que I'intervalle I x ait pour borne 
inferieure 0. Alors V application 

4u{0} -> x 

e i— ► x £ 

est continue. 

Demonstration. — Par definition de la topologie de X, il suffit de montrer que, 
quel que soit P £ &/[Ti, . . . , T n ], Papplication 

4U{0} -> R+ 

e ■-> \P(x £ )\ = \P(x)\ e 

est continue. Ce resultat est immediat. □ 

En pratique, il est plus facile d'utiliser le not en se restreignant a certaines 
parties de l'espace X. Introduisons des notations adaptees. Soit Y une partie 
ouverte de X. Posons 

D Y = {(z, A) <E D\z G Y, z X G Y}. 
Soit x un point de Y. Nous notons 

Jy(x) ={£el x \x £ £Y}, 

T Y {x) = {x £ ,£eI Y {x)} 

et 

D Y (x) = {(z, A), z G Ty (x), A G I Y (z)} . 

Definition 1.3.6. — Nous dirons que le point x de Y a des voisinages flot- 

tants dans Y si le flot est une application ouverte en chaque point de D Y {x). 
Remarque 1.3.7. — a) Cette definition ne depend que de la partie T Y (x) et 
pas du point x lui-meme. 

b) Pour tout point p de D Y , il est equivalent de demander que le not soit ouvert 
au point p ou que sa restriction a D Y soit ouverte au point p. 
Lorsque le not est defini sur une partie suffisamment grande, par exemple 
lorsque la partie D Y est un voisinage de D Y (x) dans Y x R/j_, tous les points 
ont des voisinages flottants. Le lemme qui suit precise cet enonce. Nous n'avons 
done introduit cette notion que pour prendre en compte les effets de bord qui 
peuvent apparaitre. 
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Lemme 1.3.8. — Supposons que, quel que soit (z,X) € Dy{x), il existe un 
voisinage U de z dans Y tel que 

U x {A} C Dy. 

Alors, le point x a des voisinages flottants dans Y . 

Demonstration. — Soit (z, A) € Dy(x). Puisque Dy(z) = Dy(x), nous pou- 
vons supposer que z = x. Soit U un voisinage du point x dans Y. Quitte a 
restreindre U, nous pouvons supposer qu'il est de la forme 

U= p| {zeY\ ai < \fi(z)\<Pi}, 

l<i<r 

avec reN,/i,...,/ r e &?[Ti, ■ ■ ■ ,T n ], ai, . . . , a r , fh, ■ ■ ■ , Pr G R-+- 

L'element (x A ,l/A) appartient a Dy(x). Par consequent, il existe un voisi- 
nage V de x^ dans Y tel que 

V x {e} C Dy. 
Considerons la partie W de Y" definie par 

U= f| {zey|«f <\fi(z)\<ft}. 

l<i<r 

C'est une partie ouverte de Y qui contient le point x x . Par consequent, la par- 
tie yniy de Y est un voisinage du point x A dans Y. Or, quel que soit y € Vfl W, 
il existe z G Z7 tel que y = z x . On en deduit que le not est une application ouverte 
au point (x, A). □ 

Interessons-nous, a present, aux proprietes du not. Nous allons montrer que, 
sous certaines hypotheses, il suffit de connaitre les fonctions au voisinage d'un 
point x pour les connaitre au voisinage de toute la trajectoire Ty(x). 

Lemme 1.3.9. — Supposons que le point x de Y a des voisinages flottants 
dans Y. Soit U un voisinage ouvert de x dans Y . Soit (i? n ) ng N une suite 
de J^(U) qui converge uniformement sur U. Notons f £ ff(U) sa limite. Sup- 
posons que la fonction f soit nulle au voisinage du point x. Alors la fonction f 
est nulle au voisinage de Ty{x) D U. 

Demonstration. — II existe un voisinage V de x dans U tel que, quel que soit 
z G V, nous ayons 

lim R n (z) = dans J4?(z), 

n— >+oo 

c'est-a-dire 

lim 1^0)1=0. 

n— »+oo 
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Soit y € Ty{x) n U. II existe e € Iy(x) tel que y = x £ . Soit J un voisinage de e 
dans R+. Alors la partie V = -Dy D (17' x J) est un voisinage de (x, e) dans .Dy . 
Puisque le not est ouvert au voisinage de (x,s), la partie 

{ Z \ (z,\)ev} 

est un voisinage de y dans Y. Soit (z, A) € V. Nous avons 
lim 1^(^)1= lim \R n (z)\ x =0. 

n— >+oo n— >+oo 

Par consequent, f(z x ) = et la fonction / est nulle au voisinage de y dans Y. □ 

Proposition 1.3.10. — Supposons que le point x de Y a des voisinages flot- 
tants dans Y et que I'ensemble iy(x) est un intervalle. Alors le morphisme de 
restriction 

@ Y {T Y (x)) -» <?Y, X 

est un isomorphisme. 

Soit f une fonction definie sur un voisinage de y dans Y. Alors la fonction f 
possede un et un seul prolongement au voisinage de Ty(x) > que nous noterons 
encore f. Nous avons alors 

Veeiy(x), \f( x £ )\ = \f(x)\ e . 

En outre, si Vintervalle Iy{x) a pour borne inferieure 0, si le point x° appartient 
dY et si la fonction f est egalement definie au point x°, alors nous avons 

|/(x°)| = |/(x)|°. 

Demonstration. — Commengons par montrer l'injectivite du morphisme. Soit 
/ € £?y(Ty(x)) telle que / soit nulle au voisinage de x. Notons V I'ensemble des 
points de Ty(x) au voisinage desquels la fonction / est nulle. II est clair que V 
est une partie ouverte de Ty(x). Par hypothese, elle n'est pas vide. Montrons, a 
present, que V est une partie fermee de Ty(x). Soit y un point de Ty(x) adherent 
a V. II existe un voisinage U de y dans Y et une suite (i? n ) nS N de J^(U) qui 
converge uniformement vers / sur U. Puisque y est adherent a V, il existe un 
point z appartenant kVDU, c'est-a-dire un point de Ty(x) n U au voisinage 
duquel la fonction / est nulle. D'apres le lemme 1.3.9, la fonction / est nulle 
au voisinage de Ty(z) n U et, en particulier, au voisinage de y. On en deduit 
que la partie V est fermee. Puisque Iy(x) est un intervalle, l'image Ty(x) de 
{x} x Iy(x) par le not est connexe. On en deduit que V = Ty(x) et done que 
la fonction / est nulle au voisinage de Ty(x). 
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Montrons, a present, que le morphisme est surjectif. Soit / £ &y, x - H existe 
un voisinage U de x dans Y et une suite (R n )neN de Jf{U) qui converge uni- 
formement vers / sur U. Soit e £ iy(x). Nous allons construire une fonction g y 
au voisinage de y = x £ . Soit J un voisinage compact de e dans R+. Alors la 
partie V = n (U x J) est un voisinage de (a;, e) dans Dy. Puisque le not est 
ouvert au voisinage du point (x,e), la partie 

[z\ (z,X) £v] 

est un voisinage V y de y dans Y. Soit (z, A) G V. Posons 

= /(*) dans JT(z A ). 

Quel que soit n € N, nous avons encore R n £ J^(V y ). Montrons que la suite 
(i? n ) ne N converge uniformement vers g y sur V y . Soit rj 6 ]0, 1]. II existe # £ N 
tel que, quels que soient n > N et z £ U, on ait 

Soient z £ U' , X £ J et n > N . Nous avons alors 

|i?n(^ A ) - 9y(z x )\ = \R n (z) - f(z)\ x < V X < rf, 

ou a > designe la borne inferieure de J. Par consequent, la suite (R n )neN 
de ,yif{Vy) converge uniformement vers g y sur V y . 

Quel que soient j/1,2/2 € ?V(x) et z G V yi D V^j, nous avons 

= lim i?n(z) = feO) dans ^(z). 

n— >+oo 

De meme, quel que soient y £ Ty{x) et z £ U n V y , nous avons 
f(z) = lim i?„(z) = g m {z) dans (z). 

n— >+oo 

Toutes les fonctions que nous avons construites coincident done sur les domaines 
de definition communs. Par consequent, la fonction / se prolonge bien au voisi- 
nage de Ty{x). 

Les resultats sur la valeur absolue des fonctions proviennent directement de 
la construction du prolongement de / a Ty(x). Le resultat pour x° s'obtient, 
quant a lui, en utilisant le lemme 1.3.5 et la continuite de /. 

□ 

Nous aurons parfois besoin de montrer qu'une fonction definie au voisinage 
du point x se prolonge sur un voisinage connexe de sa trajectoire Ty(x). Sous 
certaines hypotheses, le lemme suivant nous permet d'etablir un tel resultat. 
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Lemme 1.3.11. — Supposons que le point x possede un systeme fondamental 
de voisinages connexes (respectivement connexes par arcs) dans Y. Supposons 
egalement que la partie Dy est un voisinage de Dy(x) dans Y x R^j_. Alors, 
tout point de Ty(x) possede un systeme fondamental de voisinages connexes 
(respectivement connexes par arcs) dans Y. 

Demonstration. — Commengons par remarquer que la seconde hypothese im- 
pose au point x d'avoir des voisinages flottants dans Y, en vertu du lemme 1.3.8. 

Soient y un point de Ty(x) et V un voisinage de y dans Y. II existe s 6 Iy{ x ) 
tel que x e = y. Notons W l'image reciproque de V par le not. C'est un voisinage 
du point (x,e) de Dy(x) dans Dy. II existe done un voisinage U de x dans Y 
et un intervalle ouvert J contenant e tels que la partie U x J soit contenue 
dans W. Les hypotheses nous permettent de supposer que la partie U est connexe 
(respectivement connexe par arcs). Dans ce cas, la partie U x J est encore 
connexe (respectivement connexe par arcs) et il en est de meme pour son image 
par le Hot. Puisque le point x possede des voisinages flottants dans Y, cette 
image est un voisinage du point Y dans V. □ 



CHAPITRE 2 
ALGEBRES DE SERIES CONVERGENTES 



Nous consacrons ce chapitre a Petude de certains anneaux de series conver- 
gentes a coefficients dans un anneau de Banach. Au numero 2.1, nous nous 
interessons a des algebres globales, dans la lignee des algebres de Tate. Nous 
etudions leur spectre analytique et comparons leur norme en tant qu'algebre de 
series a la semi-norme uniforme sur leur spectre. 

Au numero 2.2, nous etudions certaines limites inductives d'algebres globales 
de disques, en un sens que precisons. Ce sont des anneaux locaux dont nous 
montrons qu'il satisfont des theoremes de division et de preparation de Weiers- 
traB, comme les anneaux locaux des espaces analytiques complexes. Nous en 
deduisons plusieurs proprietes, telles la noetherianite ou la regularity. Le numero 
suivant est consacre a Petude de limites inductives d'algebres globales de cou- 
ronnes. Nous demontrons, de nouveau, quelques proprietes algebriques de ces 
anneaux, mais, cette fois-ci, de fagon directe, sans avoir recours aux theoremes 
de WeierstraB. 

Nous entreprenons ensuite, au numero 2.4, une breve etude de la topologie des 
espaces affines analytiques au voisinage de certains points. Nous en deduisons 
une description explicite de certains anneaux locaux en termes d'algebres de 
series convergentes. 

Pour finir, le numero 2.5 est consacre a Phenselianite des anneaux locaux des 
espaces analytiques. Nous expliquons comment cette propriete peut etre utilisee 
pour demontrer l'existence d'isomorphismes locaux entre espaces analytiques. 
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Dans tout ce chapitre, nous fixons un anneau de Banach uniforme ||.||) 
et un entier positif n. Nous noterons 

£ = ^f«||.||) et X = Aj 1 ^ ||} . 

Les faisceaux structuraux sur ces espaces seront respectivement notes et (?x- 
Nous noterons encore 

it : X -> B 

le morphisme de projection induit par le morphisme naturel srf — ► &/[T±, . . . , T n ]. 
Pour toute partie V de B, nous posons 

X V = TT~ 1 (V) 

et, pour tout point b de B, 

X h = K-\b). 
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2.1. Algebres globales de disques et de couronnes 

Nous commengons par introduire quelques notations. Pour des elements k = (k\, 
de Z n et s = (t\, . . . ,t n ) de (R+) n , posons 



n 

i=i 



Definissons encore 

T=(T 1 ,...,T n ) 
et, quel que soit k = (fci, . . . , fc n ) £ Z n , 

n 
i=l 

Soit i = (ti, . . . , t n ) G (R+) n . Nous noterons 

*f(|T| < t) 
l'algebre constitute des series de la forme 

fceN n 

ou (afc)fc g z n designe une famille de stf verifiant la condition suivante : 



la famille (||afc||t ) est sommable. 

V / fcGN" 

Cette algebre est complete pour la nor me definie par 

£ a k T k = £ \\a k \\t k . 
fceN n t fceN n 

Comme nous l'expliquerons plus loin, elle est liee a l'algebre des fonctions sur 
le disque de rayon t : 

D(t) = {xeX\yiG{l,nl \Ti(x)\<U}. 



Definissons, a present, deux relations, < et <, sur R n de la fagon suivante : 
pour deux elements s = (s±, . . . , s n ) et t = (ti, . . . , t n ) de R", nous posons 

s < t si \/i € [l,n], S{ < ti 

et 

s < t si Vi € [1, Si < U. 
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Definissons egalement une relation -< sur R™ : pour deux elements s 
(si, . . . j s n ) et t = (t±, . . . ,t n ) de R" , nous posons 

s ~< t si Mi G [1, n], Sj < ij ou Sj = 0. 



Soient s et t dans (R^) n verifiant s < t. Nous allons definir, sur le modele 
precedent, une algebre associee a la couronne de rayon interieur s et de rayon 
exterieur t : 

C(a,t) = {x G X\Vi G [l,nj, < |Ti(s)| < ti}. 
Pour k = (fci, . . . , fc n ) G Z n , nous posons 

n 

max(s fc ,t fc ) = JJmax(s 4 fc \^) G]0,+oo[. 
i=i 

Cette notation a ete choisie pour son caractere naturel. Elle peut malheureu- 
sement prefer a confusion : attention a ne pas confondre la quantite precedente 
avec 

f n n \ 



max(s fc , t k ) = max ( J] «** , ]J t\ 

Nous definissons 1' algebre 



\i=l i=l 



(s < \T\ < t) 
comme l'algebre constitute des series de la forme 

fcez» 

oil (afc)fc g z n designe une famille de verifiant la condition suivante : 

la famille f llctfcll max(s fc , t k ) ) est sommable. 
V VfceZ" 

Cette algebre est complete pour la nor me definie par 



kez r 



= £ ll a fc|| max ( sfc )* fc )- 
,,t fcez n 



Afin de pouvoir traiter simultanement les deux types d'algebres presentes ci- 
dessus, ainsi que celui associe aux produits de disques et de couronnes, nous in- 
troduisons de nouvelles notations. Pour k = (ki, . . . , k n ) G Z n et s = (si, . . . , s n ) G 
verifiant la condition 

Vi G [l,n], (1* < Si > 0), 
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nous posons 

n 

S '=\ \ S? 



i=i 

Pour k < 0, nous posons k = +oo. Pour k = (k\, . . . , k n ) G Z n , s = (si, . . . , s n ) € 
et t = (ii, . . . , t n ) G (R?j_) n , nous posons 



max(s fc ,t fc ) = JJmax(s*V^) G]0,+oo 
i=i 

Si s appartient a (R?j_) n , nous posons 

n 

min(s fc ,t fc ) = JJmin^V^) G]0,+oof 
i=i 



Soient s = (si, . . . , s n ) € R+ et t = (ti, . . . , t n ) G (R+) n tels que s < t. Dans 
la suite de ce paragraphe, nous nous interesserons a l'algebre 



(s < \T\ < t) 
constitute des series de la forme 

fceZ" 

ou (afc)fc(=z n designe une famille de ^ verifiant la condition suivante : 
la famille ( ||«fe|| max(s fc , t k ) ) est sommable. 



kez n 

Remarquons, que s'il existe un indice i G tel que Si = 0, alors, quel 

que soit k G Z n avec &j < 0, nous avons max(s fc ,i fc ) = +oo. La condition de 
sommabilite impose alors que = 0. 

L'algebre &/{s < \T\ < t) est complete pour la norme definie par 



fcGZ' 1 



= £ ||afc|| max(s fc ,t fc ). 



L'algebre g/(s < \T\ < t) est liee a l'anneau des fonctions sur la couronne de 
rayon interieur s et de rayon exterieur t : 

C(s,t) = {xeX\Vi£ [l,nj, s,< \Ti{x)\ <U}. 

Precisons ce result at. 
Proposition 2.1.1. — Le morphisme 

JZ(srf(s < \T\ <t))^A n J an 
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induit par I'injection naturelle 

£/[T] -> £f(s < \T\ < t) 

realise un homeomorphisme sur son image C(s,t). En particulier, pour tout 
element f de srf (s < \T\ < t) , nous avons 

ll/b (ai t)=jg(ll/ j ll^)- 

Demonstration. — Posons 

^=|^a fc T fc , IC J 3 \, 
I fee/ J 
oil J s designe l'ensemble des parties finies de Pensemble 

{k = (h, . . . , k n ) G Z n | ki > si s; = 0}. 

Par exemple, si s = 0, nous avons S% = &/[T]. L'anneau 3S, qui est contenu 
dans l'anneau total des fractions de &/[T], est dense dans g/(s < \T\ < t) pour 
la norm.6 ||.||s,t* On en deduit que le morphisme 

ip:jV{srf(s < \T\ <t)) -> A^ an 

est injectif. Puisque l'espace M (-s/ (s < \T\ < t)) est compact, le morphisme <p 
realise un homeomorphisme sur son image. 

II nous reste a montrer que l'image du morphisme <p est egale a C(s,t). Soit 
x G ^# (g/ (s < \T\ < t}). Quel que soit i G [1, re], nous avons 

\Ti(x)\ < \\Ti\\ S)t = t { . 

Quel que soit i G [l,n], avec s, > 0, nous avons 

\Tr\ x )\<\\Tr% >t = s ^ 

et done 

\Ti(x)\ > Si. 

On en deduit que 

ip {JK (£/(s < \T\ < t))) c C{s, t). 

Reciproquement, soit x G C(s, t). Pour montrer que x G j% {stf (s < \T\ < t}), 
nous devons montrer que la semi-norme multiplicative \.\ x sur £/[T], bornee 
sur gf, associee a x se prolonge en une semi-norme multiplicative bornee sur 
{stf (s < \T\ < t), ||.||a t). Soit i G [l,n] tel que s, > 0. La fonction Tj ne s'annule 
pas sur la couronne C(s,t). On en deduit que la semi-norme multiplicative \.\x 
se prolonge a SB. Expliquons-en la raison. Pour i G [1, n], posons ri = si Sj = 
et ri = 1 si Si > 0. Posons encore r = (n, . . . , r n ). Tout element Q de SB possede 
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une ecriture sous la forme (T r ) P, avec I G N et P G s^[T], et nous pouvons 
alors poser 

\Q\x = \T r \~ l \P\ X . 

Cette quantite ne depend pas de l'ecriture de Q choisie. On verifie que l'ap- 
plication prolongee, que nous notons encore \.\ x , definit bien une semi-norme 
multiplicative sur S3. 

Soit i G [l,nj. Nous avons 

|ri(x)| < max (\Ti(y)\) = U. 

Si S{ > 0, nous avons egalement 

\T-\x)\ = ^(^l- 1 < min ({T^- 1 ) = s~\ 

yeC(s,t) 

Soit Q(T) = J^fceZ" a kT k G Notons b = tt(x). Nous avons alors 

\Q(T)\ X < Y, K(6)|max(s fc ,* fc ) < £ Kll max(s fc , t fc ) = ||P|| a , t . 
fcgZ" fcez n 

Le resultat de densite mentionne plus haut montre finalement que \ .\ x se prolonge 
en une semi-norme multiplicative bornee sur g/(s < |T| < t). 

□ 

Les resultats qui suivent ont pour objet de comparer la norme ||.|| s ,t et la 
norme uniforme ||-||^( st ) sur la couronne C(s,t). Rappelons que nous avons 
suppose que la norme |.| definie sur l'anneau £? est equivalente a la norme 
spectrale : il existe deux constantes C_, C + > telles que 

V/G^, C_||/|| sp < n/ii <C+||/|| V . 

Lemme 2.1.2. — Soit R = Y,k&z« a kT k G ^[T, T -1 ]. Quel que soit k G Z n , 
nous avons 

\\a k \\ max(s fc , t k ) < C+ ||i% (S)t) . 

Demonstration. — Commengons par remarquer que ce resultat est bien connu 
lorsque l'anneau de Banach ||.||) est un corps value. En effet, lorsque le 
corps est ultrametrique, cela decoule immediatement de la description de la 
norme ||-R||^( st ) que Ton sait justement etre egale a 

max ( llafell max(s fc , t k ) ) . 

Lorsque le corps est archimedien, l'inegalite provient de la for mule de Cauchy. 
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Revenons au cas general. Soit k € Z n . Considerons un point z de B en lequel 
l'egalite |«fe(^)| = ||«fe||sp a lieu. II en existe car la partie B est compacte. Le 
raisonnement precedent assure que 

\\a k \\max(s k ,t k ) < C + \a k {z)\ max(s fc , t k ) < C + H-RL-i^nc^t)- 
On en deduit immediatement l'inegalite demandee. □ 



Proposition 2.1.3. — Soient u = (u\, . . . , u n ) un element de R™ et v = 
(vi, . . . ,v n ) un element de (R+) n tels que s -< u < v < t. Alors, pour tout 
element R de £f {s < \T\ <t), on a l'inegalite 



n 



\R\\ u ,v < c + TT — *— + —i— \\R\ 



111 $i H 



C(s,t)' 



oil, pour tout element i de [l,n], nous posons Si/(ui — Si) = si Sj = 0. 

Demonstration. — II suffit de reprendre la preuve du lemme precedent en rem- 
placjant l'anneau £^{T] par l'anneau SS introduit dans la demonstration du 
lemme 2.1.1. □ 

Demonstration. — Comme dans la preuve de la proposition 2.1.1, posons 



j^a fc T fc , Id jA, 
I fee/ J 



oil J s designe l'ensemble des parties finies de l'ensemble 

{k = (ki, • • • , K) 6 Z n | ki > si Si = 0}. 

Soit 

P= a kT k 
fceN™ 

un element de £$. D'apres le lemme precedent, quel que soit k € Z n , nous avons 



|a fe || max(s fc , t k ) < C + \\P\\q 



C(a,t)- 
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On en deduit que 

\\P\\u,v = ^2 \\ a k\\ma^(u k ,v k ) 



fcez™ 



z« \i=i max ( s iVi*) ^ 



°+ w p \\c(s,t) ^2 n „ 



* c + p% M n E(|)' + E(f) 

i=l \fci<0 v l/ fci>0 v 7 



Vi I 

\l=l / 

On conclut par densite de SB dans stf (s < \T\ < t) pour la norme ||.|| s ,t et done 
la norme I. \\u,v- 

□ 
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2.2. Limites d'algebres de disques 

Soit V une partie compacte de B. Rappelons (cf. definitions 1.1.20 et 1.2.1) 
que J(f(V) designe le localise de l'anneau srf par l'ensemble des elements qui ne 
s'annulent pas au voisinage de V et Z$(V) le complete de l'anneau Jf(V) pour 
la norme uniforme ||.||v sur V. Pour t € (R+) n , nous noterons \\-\\v,t l a norme 
sur l'anneau 3&(V)(\T\ < t) definie au paragraphe precedent. 

Soit b un point de B. Rappelons que nous notons l'ideal maximal de 
l'anneau local &Bb e t K (b) son corps residuel. Nous noterons 

L b = lim &(V){\T\ < t), 
v,t 

ou V parcourt l'ensemble des voisinages compacts du point b dans B et t 
parcourt (R^) n . Pour commencer, enongons un lemme qui assure que certaines 
decompositions formelles, comme somme ou produit, d'elements de L b existent 
dans L;,. 

Lemme 2.2.1. — Soit 

G=Y, a kT k el, 

fc>0 

Soit E une partie de N n . Alors les series 

d = Y j a k T k et G 2 = ^2a k T k 

k&E k£E 
appartiennent a L b et verifient 

G = G\ + G 2 - 

Soit i G [1, 7i]- Supposons qu'il existe H £ ^B6pl telle que G = TiH. 
Alors H appartient a L b et I'egalite G = T^H vaut dans L b . 

Demonstration. — II suffit de revenir a la definition des elements de L b et de 
prendre garde a ce que les conditions de convergence restent verifiees. □ 

Lemme 2.2.2. — L'anneau L b est un anneau local d 'ideal maximal 

tn = (m b ,Ti, . . . ,T n ) 

et de corps residuel k(6). 

Demonstration. — En utilisant le lemme 2.2.1, on montre que le morphisme 
naturel 

& B ,b^L h /(T u ...,T n ) 
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est un isomorphisme. On en deduit un isomorphisme naturel 

K (b) = & B ,b/m b ^ L b /m. 

Par consequent, l'ideal m est maximal. 

Pour montrer que l'anneau L b est un anneau local d'ideal m, il suffit de 
montrer que tout element de L b qui n'appartient pas a m est inversible. Soit 
F G L b \ m. II existe V un voisinage compact du point b dans B et t G (R^j_) n 
tels que F S ,*33(V)(\T\ < t). Nous pouvons ecrire F sous la forme 



F = a Q + Y j T i G i {T) 



i=l 

avec a € 3§{V) et, quel que soit i G [l,n], Gi G ^(F)(|T| < t). Puisque F 
n'appartient pas a m, son premier coefficient ao n'appartient pas a m;,. On en 
deduit que ao est inversible au voisinage de b dans B. Quitte a restreindre V et 
a multiplier F par , nous pouvons supposer que ao = 1. Notons 

M= max(||Gi||v it ). 

l<r<n 

Soit s = (si, . . . , s n ) G (R+) n tel que 

/? 

J2s t M < 1. 

Nous avons alors 



i=i 



< i. 



On en deduit que la fonction 



F = l + J2 T iGi(T) 



i=l 



est inversible dans l'anneau de Banach ^(V){\T\ < s) et done dans L b . 



□ 



2.2.1. Theoremes de Weierstrafi 



Dans ce paragraphe, nous montrerons que l'anneau L b satisfait les conclusions 
des theoremes de division et de preparation de Weierstrafi. Notre preuve est 
calquee sur celle que mettent en ceuvre H. Grauert et R. Remmert dans le cadre 
de la geometrie analytique complexe. 

Nous noterons T' = (Ti, . . . , T„_i) et 

L' b = lim 38{V){\T'\ < t'), 
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ou V parcourt l'ensemble des voisinages compacts du point b dans B et t' par- 
court l'ensemble (R^)™^ 1 . 

Theoreme 2.2.3 (Theoreme de division de Weierstrafi) 

Soit G G Lf, une serie telle que G(0,T n )(b) / dans j£°(i>)[T n ]]. Notons p la 
valuation en T n de la serie G(0,T n )(b). Soit F G Lf,. Alors il existe un unique 
couple (Q, R) G (Lb) 2 tel que 

i) R G Ljpn] est un polynome de degre strictement inferieur a p ; 

ii) F = QG + R. 

Demonstration. — Notons G = X^fcgN 9k(T') T% ou, quel que soit k G N, 
9k^L' b , flb(0)(6) = ••• = g p _i(0)(b) = et g p (0)(b) + 0. Quitte a choisir 
un voisinage compact assez petit V du point b et un reel strictement positif 
r assez petit egalement, nous pouvons supposer que G G 3S(V)(\T\ < r), ou 
r = (r, . . . , r) G (R+) n , et que g p (T') est inversible dans 3§(V)(\T'\ < r'), ou 
r' = (r, . . . ,r) G (R^)™ -1 . Quitte a multiplier alors G par g" 1 , nous pouvons 
supposer que g p = 1. 

Soient s' G (R+) n "\ avec s' < r', et s G ]0, r]. Posons s = (a 7 , s) G (R^)". 
Tout element ip de 3S{V){\T\ < s) peut s'ecrire de fagon unique sous la forme 

<p = a(<p)T* + P(<p), 

ou designeun element de@(V){\T\ < s) et /%) un element de BS(V){\T'\ < s')[T n ] 
de degre strictement inferieur hp. Remarquons, des a present, que, quel que soit 
if G m{V)(\T\ < s), on a 

IM|v,s = \\a((p)\\ v ,s s p + \\(3((p)\\ v ,s- 

Consider ons, a present, l'endomorphisme 

A . #(V)(\T\<8) - &(V)(\T\<8) 
ip ^ a{ip) G + (3(ip) 

II nous suffit de trouver un n-uplet s assez petit pour lequel l'endomorphisme A s 
soit bijectif. Remarquons que, quel que soit tp G 3§{V)(\T\ < s), on a 

\\A a (ip) - (p\\v, a = \\a(ip) (G - T%)\\v,a 

< \\a(p)\\ v , s \\G-TP\\ ViS 

< s~ p \\<p\\v,s \\G - r^||v,fl. 

Soient u,v G ]0, min(r, 1) [. Nous noterons (u,v) le n-uplet (u, . . . ,u,v). Soit 
k G [0,p — 1]. II existe une constante G R, independante de u et de v, telle 
que l'on ait 

||fffc||v,u< llfffc(O) || v + M k u. 



56 



CHAPITRE 2. SERIES CONVERGENTES 



II existe egalement une constante N G R, encore independante de u et de v, 
telle que Ton ait 



E 9k{T') Tj 



k>p+l 



< Nv p+1 . 



V,(u,v) 



Par consequent, il existe une constante M G R, independante de u et de v , telle 
que 

p-i 

||G - T%\\v,(«,v) < E H^(°)llv + M(u + 

fc=0 

Soit e G ]0, 1[. Quitte a choisir judicieusement v puis u, nous pouvons supposer 
que M(u + v p+1 ) < ev p /2. Quel que soit k G [0,p — 1], nous avons gk{0)(b) = 0, 
par hypothese. Par consequent, quitte a restreindre le voisinage V de b, nous 
pouvons supposer que 

p-i 

fc=0 

On dispose alors de l'inegalite 

ll^(u,«) ~ I\\v,(u,v) < ^ < 1 
et on en deduit que l'endomorphisme A^ u ^ = I + (Ar UjV \ — I) est inversible. □ 

Nous pouvons obtenir une version plus precise du theoreme de WeierstraB 
lorsque Ton divise par des series d'un type particulier. 

Definition 2.2.4. — Soit p 6 N. Nous dirons qu'un polynome h £ L' b [T n ] est 
distingue de degre p s'il est unitaire, de degre p et verifie 

h(0,T n )(b)=T p dans Jf(b)[T n l 

Theoreme 2.2.5 (Theoreme de division de Weierstrafi semi-local) 

Soient p£N et G G L' b [T n ] un polynome distingue de degre p. Soient V un 
voisinage compact de b dans B etr' G (R+) n_1 tel que G G 38(V)(\T'\ < r')[T n ]. 
Soient V- et u+ deux nombres reels verifiant < i>_ < v + . Alors il existe un 
voisinage compact W de b dans V et un (n — \)-uplet s' G (R^_) n_1 , avec 
s' < r' , verifiant la propriete suivante : pour tout voisinage compact U de b 
dans W , tout (n — l)-uplet t' G (R!j_) n_1 verifiant t' < s' , tout nombre reel 
w G [v—, u+] et tout element F de £§(U)(\T\ < (t' , w)), il existe un unique couple 
{Q,R) G (&(U)(\T\ < {t',w)}) 2 tel que 

i) R soit un polynome de degre strictement inferieur a p ; 

ii) F = QG + R. 
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En outre, il existe une constante C G R1, independante de U , t' , w et F, telle 
que Von ait les inegalites 

a ) \\Q\\v,{t',w) < C \F\xjit',w) ; 

b) \\R\\u,(t',w) < C || F || u,(t',w)- 
Demonstration. — Notons 

p-i 

G = T£ + J>(T')T n fe 

fc=0 

ou, quel que soit A; G [0,p — 1], 5 fc G ^(V) et g k (0)(b) = 0. Soient s' G (R^) n_1 , 
avec s' <r', u G ]0, «+] et TV un voisinage compact de b dans V. Tout element 
(/? de 3&(W)(\T\ < (s',u)) peut s'ecrire de fagon unique sous la forme 

ou a(ip) designe un element de 3&(W)(\T\ < (s',u)) et /3(ip) un element de 
£3(W)(\T'\ < s')[T n ] de degre strictement inferieur a p. Remarquons, des a 
present, que, quel que soit ip G £%(W)(\T\ < (s',u)), nous avons 

IMIw,(s» = \\<x(<p)\\w,(a' ) u)U P + \\P(<p)\\w,(a',u)- 
Considerons, a present, l'endomorphisme 

, &{W)(\T\ <(s',u)) <%(W)(\T\<(s>,u)) 

Remarquons que, quel que soit ip G &(W){\T\ < (s',u)), nous avons 

IIAv,(s»(¥?) - <P\\w,{a',u) = \\<x(tp) (G - Tn)\\w,{a r ,u) 

< ll a (^)llw/,(s» IIG - Tn\\w,(s',u) 



\W,(a',u)- 



< u p IMIw/,(s» \\G ~ T%\ 
Si s' = (si, . . . , s n _i), nous noterons max(s') = max(si, . . . , s n _i). Soit 
k G {0,p — 1]. II existe une constante M\. G R, independante de s', telle que 
l'on ait 

IbfcllwV < ||3fc(0)||w + M k max(s'). 
Par consequent, il existe une constante M G R, independante de s', telle que 
Ton ait 

p-i 

\\G-T%\\ Wt(s , >u) < ^||^(0)|| Ty « fe + Mmax(s / ) 

k=0 
p-1 



< Y,^k(0)\\wv k + + Mm a x(s'). 



k=0 
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Soit e G ]0, 1[. Quel que soit k G [0,p — 1], nous avons 5fe(0)(6) = 0, par 
hypothese. Par consequent, il existe un voisinage W de b dans V tel que Ton ait 

p-i p 
52\\9k(P)\\wv%<e-=-. 

k=0 

II existe egalement s' < r' tel que 

v ) - 2 

Soient U un voisinage compact de b dans W, t' < s' et w G [v-,v + ]. On 
dispose alors de l'inegalite 



\G - Tn\\u,(t',w) w V < \G - Tn\\w,(s',w) 



-v 



< ( E \\gk(0)\\w v k + + M m a x(s')) vl 
\k=0 J 

< ev p _ vZ p < e. 



Nous avons done 



l^r/,(f ,w) ~ I\\u,(if,w) < e <1. 



Par consequent, Pendomorphisme Ajj^j w \ = I + (Auu/^ w \ — I) est inversible. 

Soit F G m{U)(\T\ < (t',w)}. II existe un unique couple avec Q G ^(C/)(|T| < (tf,u>)) 

et iZ G 3S(U){\T'\ < t')[T n ] de degre strictement inferieur a p, tel que 

F = QG + R. 

Avec les notations precedentes, nous avons Q = a(A~^ t , W \(F)) et R = (3{A~ l ^ t , JF)). 
Puisque \\A Ut ( t ^ w ) - I\\u,\T\<(t',w) < £, nous avons 



l A y,V,«)llD',(*',«') - £ £ * = ]~Z 
i=0 



On en deduit que 



et que 



—p 
v_ 

\\Q\\V,{t',w) < ^ _ - II -f 1 II !/,(*',«;) 
1 

- \\F\\u,(ti,wy 

□ 



\R\\u,(t',w) < ^ _ - 1 1 -^11 (7, (t',w) ■ 



Theoreme 2.2.6 (Theoreme de preparation de Weierstrafi) 

Soit G G Lb une serie telle que G(0,T n )(b) ^ dans J^(6)[T n ]. Notons 
p la valuation en T n de la serie G(0,T n )(b). Alors il existe un unique couple 
(Q,E) G (Lb) 2 verifiant les conditions suivantes : 

i) G L' b [T n ] est un polyndme distingue de degre p ; 
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ii) E est inversible dans Lb ; 
Hi) G = EQ.. 

Demonstration. — Supposons que des series £1 et E verifiant les conditions re- 
quises existent. Alors s'ecrit sous la forme T% + S, ou S € L' b [T n ] designe un 
polynome de degre strictement inferieur a p. Les series S et E sont alors reliees 
par l'egalite Tn = E' 1 G — S. Le theoreme de division de WeierstraB 2.2.3 nous 
assure l'unicite des series E~ l et S. On en deduit l'unicite des series Q et E. 

Demontrons, a present, l'existence de ces series. Le theoreme 2.2.3 applique 
avec Tn et G nous assure qu'il existe Q € Lb et R € L' b [T n ] de degre strictement 
inferieur a p tels que 

TP = QG + R. 

Montrons, tout d'abord, que R(0,T n )(b) = 0. Si H designe un element de Lb, 
nous noterons Vb(H) la valuation en T n de la serie H(0,T n )(b) dans Jf? (6)[T n ]. 
Nous avons alors 

v h (R) = v b {T%-QG) 

> mm{v b {T%),v b (Q)+v b (G)) 

> p. 

Puisque i?(0, T n ) est suppose de degre strictement inferieur a p, nous avons done 
R(0, T n )(b) = 0. On en deduit que Vb{Tn — R) = p et done que 

v b (Q) = v b (QG) - v b (G) =p-p = 0. 

Par consequent, Q est inversible dans Lb- Les series E = Q -1 et £1 = T% — R 
conviennent. □ 

Par la suite, nous aurons egalement besoin du lemme suivant, fort utile pour 
nous ramener a une situation dans laquelle on peut utiliser les theoremes de 
Weierstrafi. 

Lemme 2.2.7. — Soit G 6 L b tel que G(b) / dans J^(b){Tj. II existe un 
automorphisme a de Lb tel que Von ait o~(G)(0,T n )(b) ^ dans J4?(b)lT n J. 

Demonstration. — D'apres [6], §3, n° 7, lemme 3, il existe u(l), . . . , u(n — 1) G N* 
tels que Pautomorphisme r de Jf(6)[T] defini par 

i) Vi G [1, n - 1], T(Ti) =Ti+ ; 

u) r(T n ) = T n 

envoie G sur un element r(G) qui verifie r(G)(0, T n ){b) ^ 0. 
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Montrons que l'application r peut etre definie sur Lb- Soient U un voisinage 
compact de b dans B et r = (r±, . . . , r n ) G (R?j_) n . Quel que soit i G [0, n — 1], il 
existe s*, s n ^ € R+ tels que s; + s™y < n. Posons s n = min(s ni i, . . . , 8 n>n -i,r n ) 
et s = (si, . . . , s n ). Definissons alors un endomorphisme ly de SS{JJ)\F\ par les 
memes formules que r. On verifie alors que, quel que soit F € £${U){\T\ < r), 
on a 

tu(F) € sf(U)(\T\ < s). 

On en deduit un morphisme ajj : &{U)(\T\ < r) — > L^. On verifie sans peine que 
tous ces morphismes sont compatibles et definissent done un endomorphisme a 
de Lb. En outre, l'endomorphisme a induit l'endomorphisme r sur ^^[T]. On 
en deduit, en particulier, que a(G)(0,T n )(b) ^ 0. 

En appliquant le meme precede a partir de r , on construit un endomor- 
phisme o~~ l de Lb qui est l'inverse de a. Par consequent, a est un automorphisme 
de L b . □ 



2.2.2. Proprietes 

Nous consacrerons cette partie a demontrer quelques proprietes de l'anneau 
local Lb- 

Theoreme 2.2.8. — Supposons que l'anneau local &B,b est un corps. Alors 
l'anneau local Lb est noetherien. 

Demonstration. — Nous allons proceder par recurrence. Si n = 0, l'isomor- 
phisme Lb ^ &B,b nous montre que le resultat est vrai. 

Supposons, a present, que le resultat soit vrai pour L' b . Soit / un ideal de Lb- 
L'ideal nul etant evidemment de type fini, nous pouvons supposer que I ^ (0). 
Choisissons un element non nul G de /. Puisque Gsf> est un corps, il s'injecte 
dans J^(b) et nous avons done G(b) 7^ 0. D'apres le lemme 2.2.7, quitte a appli- 
quer un automorphisme de Lb, nous pouvons done supposer que G(0, T n )(b) ^ 0. 
D'apres le theoreme de division de WeierstraB 2.2.3, l'ideal / est engendre par 
G et par la partie If]L' b [T n }. Or l'anneau ^[T n ] est noetherien, puisque L' b Test, 
done l'ideal / H £j,[T n ] est engendre par un nombre fini d'elements, ce qui suffit 
pour conclure. □ 

Nous souhaitons, maintenant, traiter le cas ou l'anneau local @B,b est un an- 
neau de valuation discrete. Nous aurons besoin d'une hypothese supplementaire. 
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Definition 2.2.9. — Soit b un point de B en lequel I'anneau local &B,b sst de 
valuation discrete. Choisissons une uniformisante tt de cet anneau et V un voi- 
sinage de b dans B sur lequel elle est definie. Nous dirons que I 'uniformisante tt 
verifie la condition (Uy) s'il existe une constante Cy > telle que pour toute 
fonction f £ BSiy) verifiant f(b) = 0, il existe une fonction g £ 33 (V) verifiant 
les proprietes suivantes : 

i) f = irg dans 3$(V) ; 

H) \\g\\v <C v \\f\\ v . 

Nous dirons que I'anneau de valuation discrete &B,b verifie la condition (U) 
s'il existe une uniformisante tt de @Bf> definie sur un voisinage V du point b 
dans B et un systeme fondamental W de voisinages compacts du point b dans V 
tel que, pour tout element W de W , I 'uniformisante it verifie la condition (Uw)- 

Remarque 2.2.10. — II est clair que la condition (U) ne depend pas de l'ou- 
vert de definition V de tt que nous avons choisi. En outre, si tt' designe une 
uniformisante de 0B,bi il existe une fonction a inversible dans &B,b telle que 
7T = air' dans &B,b- Si les proprietes precedentes sont verifiees pour l'unifor- 
misante 7r, elles le sont done encore pour l'uniformisante tt' . Par consequent, la 
condition (U) porte bien sur I'anneau local lui-meme et ne depend pas des choix 
de it et de V effectues. 

Nous utiliserons la condition (U) sous la forme du lemme suivant. 

Lemme 2.2.11. — Supposons que I'anneau local &s,b es t un anneau de va- 
luation discrete verifiant la condition (U). Soit tt une uniformisante de &B,b 
et notons v n la valuation ir-adique sur cet anneau. Soit G £ \ {0}. Notons 
^ fc>0 afcT fc son image dans ^^[T]. Posons 

v(G) = mm{v n (a k ), k > 0} £ N. 

Alors, il existe une fonction H de Lf, verifiant les proprietes suivantes : 

i) H(b) ^ dans J^(b){T} ; 

ii) G = tt v ^H dans L b . 

Demonstration. — Soit V un voisinage de b dans B sur lequel tt est definie. Par 
hypothese, il existe un systeme fondamental W de voisinages de b dans V tel 
que, quel que soit W € W , l'uniformisante it verifie la condition (Uw), avec une 
certaine constante Cw > 0. II existe un voisinage compact U de b dans B et 
t £ (R^_) n tels que la serie G soit un element de 3§{U)(\T\ < t). Par consequent, 
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il existe une famille (afc)fc>o d'elements de 3S(U) telle que 

G = J> fc T fc 

fc>0 

et 

||afc||ift fc < +00. 

fc>0 

Soit un element de W contenu dans U. Soit k > 0. Par hypothese, vr 1 '^ 
divise a k dans ^b,&- La condition (Uw) nous assure qu'il existe by. £ 33(W) 
verifiant les proprietes suivantes : 

i) a k = tt 1 '^ b k dans 3S{W) ; 

a) \\bk\\w < Cw G) \\ a k\\w- 
Nous avons 

Y,W b k\\wt k <C v ^ G) ^||a fe || [/ t fe <+oo. 

fc>0 fc>0 

Par consequent, la serie 

Efc>o 6 fc Tfc dm ™t un element de 38{W)(\T\ < t). II 
verifie bien G = ir^H et H(b) / 0. □ 

Theoreme 2.2.12. — Supposons que Vanneau local &B,b est un anneau de va- 
luation discrete verifiant la condition (U). Alors, Vanneau local Lb est noetherien. 

Demonstration. — Nous allons proceder par recurrence sur n. Si n = 0, nous 
avons Lb ~ &Bf> et le resultat est vrai. 

Supposons, a present, que le resultat soit vrai pour L' b . Soit / un ideal de Lb- 
L'ideal nul etant de type fini, nous pouvons supposer que I ^ (0). Notons 

v(I) = mm{v(G), G £ /}. 

D'apres le lemme 2.2.11, il existe un ideal J de Lb verifiant les proprietes sui- 
vantes : 

i) I = 7 r v Wj; 

ii) l'ideal J contient un element G verifiant G(b) 7^ dans J^(6)[T]. 

Nous pouvons alors utiliser le meme raisonnement que dans la preuve du theoreme 
2.2.8 pour montrer que l'ideal J est de type fini. II en est done de meme pour 
l'ideal I. □ 

Theoreme 2.2.13. — Supposons que Vanneau local 0B,b est un corps ou un 
anneau de valuation discrete verifiant la condition (U). Alors, Vanneau local Lb 
est factoriel. 
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Demonstration. — II nous suffit de reprendre la structure des raisonnements 
precedents en utilisant, cette fois-ci, le theoreme de preparation de Weierstrafi 
2.2.6, joint au lemme 2.2.7, et le theoreme de Gaufi. □ 

Nous pouvons, en fait, obtenir un resultat plus fort et demontrer, sous les 
memes hypotheses, que l'anneau local Lb est regulier. 

Theoreme 2.2.14. — Supposons que l'anneau local &B,b est un corps ou un 
anneau de valuation discrete verifiant la condition (U). Alors, l'anneau Lb est 
un anneau local regulier de dimension egale a dim(^ &) + n. 

Demonstration. — Rappelons que nous notons m = (mh, T\, . . . , T n ) l'ideal maxi- 
mal de Lb et que nous avons 

n(b) = @B,b/m ^ L b /m. 

Supposons, tout d'abord, que Gbj> est un corps. Nous avons m = (Ti, . . . , T n ), 
&B,b = «(&) et dim(^ j fe) = 0. La suite 

(0)c(Ti)c---c(Ti,...,T n ) 

est une suite strictement croissante d'ideaux premiers de Lf,. On en deduit que 

dim(Lfe) > n. 

Montrons, a present, que la famille (Ti, . . . ,T n ) engendre le K(6)-espace vec- 
toriel m/m 2 . Soit Gem. Par definition de m, il existe G\,. . . ,G n € Lf, tels 
que 

n 

G = Ti Gi dans Lb- 

i=l 

Quel que soit % € [1, n], il existe hi € @B,b-> Hi,i, ■■■ , Hi,n G ^B,bPl tels que 

n 

Gi = hi + Y, Tj H itj dans ff B ,bl T l 

3=1 

D'apres le lemme 2.2.1, cette decomposition vaut encore dans Lb- Par consequent, 
nous avons 

G = ^2 hi Ti + 2J T i T j dans L b . 

i=l 

Or, quels que soient i,j € [l,n], nous avons Tj Tj G m 2 . On en deduit que 

n 

G = 2J hi Ti dans m/m 2 . 

8=1 

Nous avons bien montre que la famille (Ti, . . . , T n ) engendre le K(6)-espace vec- 
tor iel m/m 2 . 
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Comme tout anneau local noetherien, l'anneau Lb verifie 

dim(L fe ) < dim K ( b) (m/m 2 ) < n. 
Finalement, nous avons done 

dim(L fe ) = dim K({) )(m/m 2 ) = n. 
On en deduit que l'anneau Lb est un anneau local regulier de dimension n. 

Supposons, a present, que Gbj> est un anneau de valuation discrete verifiant la 
condition U. Nous avons alors dim(£?s i h) = 1. Soit tt une uniformisante de Ob)>- 
La suite 

(0) C (tt) C (tt,Ti) C ••• C (7r,Ti,...,T n ) 
est une suite strictement croissante d'ideaux premiers de Observons que pour 
montrer que ce sont des ideaux premiers, il faut faire appel a la condition U et, 
plus precisement, au lemme 2.2.11. Nous avons montre que 

dim(Lfr) > n + 1. 

Montrons, a present, que la famille (tt, T\, . . . , T n ) engendre le «:(6)-espace 
vectoriel m/m 2 . Soit Gem. Par definition de m, il existe Go, ... , G n 6 Lb tels 
que 

n 

G = tt Go + Ti Gi dans Lb- 

i=l 

Par le meme raisonnement que dans le cas des corps, on montre qu'il existe 
hi,...,h n e Gx,x tels que 

n n 

J2TiGi = ^2hi Ti dans m/m 2 . 
i=l i=l 

En utilisant de nouveau le lemme 2.2.1, on montre qu'il existe ho 6 Gb bi 
H 0t i, ... , H 0t n € L b tels que 

n 

Go = ho + Tj Ho j dans Lb- 

3=1 

Par consequent, nous avons 

n 

7T Go = vr /io + vr Tj Hoj dans Z^. 
i=i 

Or, quel que soit j € [1, nj, nous avons irTj G m 2 . On en deduit que 



G = /iq tt + /ij Tj dans m/m 2 . 



i=i 
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Nous avons bien montre que la famille (n, T%, . . . , T n ) engendre le /t(6)-espace 
vectoriel m/m 2 . 

L'anneau local noetherien Lb verifie done 

dim(L;,) < dim K ( b )(m/m 2 ) < n + 1. 

On en deduit que 

dim(Lfe) = dim K ( b )(m/m 2 ) = n + 1. 
Finalement, l'anneau est un anneau local regulier de dimension n + 1. □ 
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2.3. Limites d'algebres de couronnes 



Soit V une partie compacte de B. Pour s G R™ et t G (R+) n , nous note- 
rons ||.||v )fl) t la norme sur l'anneau 3$(V){s < \T\ < t) definie au numero 2.1. 

Soit b un point de B. Soit r = (r±, . . . ,r n ) G (R+) n tel que la famine (r^ , . . . , r n ) 
soit libre dans l'espace vectoriel Q ®z (R+/|^(^)*|)- Nous noterons 

L b:r = lim < \T\ < t), 

V,s,t 

oil V parcourt l'ensemble des voisinages compacts du point b dans B, s par- 
court nr=i]°' r «[ et * parcourt IliLi] 7 *^ +°°[- 

Comme precedemment, lorsque l'anneau local &B,b est un corps ou un an- 
neau de valuation discrete soumis a la condition (U), nous pouvons mener une 
etude precise de l'anneau Lb, r - Signalons que les resultats s'obtiennent bien plus 
facilement que precedemment. En particulier, nous n'aurons pas besoin de faire 
appel aux theoremes de division et de preparation de WeierstraB. Nous com- 
mengons par enoncer un lemme qui generalise, en un certain sens, l'inegalite 
ultrametrique. 

Lemme 2.3.1. — Soit k un corps muni d'une valeur absolue \.\ verifiant l'inegalite 
suivante : quels que soient les elements x et y de k, on a 



V 



Soient n G N et xq, 



\ x + y\ < 2 max(|a;| 
,x n £ k. Alors on a 

" nX maxflxil). 



n 
i=0 



< 2 r 



0<i<n 



Si Von suppose que, quel que soit i G [1, n\, on a < 2 n \xq\, alors on a 



E 

i=0 



> 2~ nX \x \ 



Demonstration. — La premiere inegalite s'obtient facilement par recurrence. 
Demontrons la seconde. Supposons done que, quel que soit i G [l,n], on a 
\xi\ < 2 _nA |xo|. Alors 



\xq\ 



i=0 



Xl 



< 



2 nX max 



E 

i=0 



■ ■ , Fil 
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d'apres la premiere inegalite. Supposons, par l'absurde, qu'il existe i G [1, n] tel 
que 



max 



E^ 

i=0 



Nous obtenons alors 



j K'n !)•••) 



X | < 2 nA Ixjl < |x | 



\ x l\ 



ce qui est impossible. Par consequent, nous avons 



max 



E- 

i=0 



> Fll 



E- 

i=0 



On en deduit la seconde inegalite. 



□ 



Theoreme 2.3.2. — Supposons que I'anneau local &B,b est un corps. Alors 
I'anneau L^^ est un corps. 

Demonstration. — Soit / un element non nul de I'anneau L^ r . II nous suffit de 
montrer que cet element est inversible. II existe un voisinage compact V de b 
dans B, des elements s et t de R™ verifiant s < r et t > r tels que 

/ G &(V)(a < \T\ < t). 

Dans ce dernier anneau, la fonction / possede une ecriture sous la forme 

kez n 

ou, quel que soit k G Z™, nous avons a k G 33(V) et la famille (||ctfe||y max(s fc , t fc ))fegz ,; 
est sommable. 

Les conditions imposees au n-uplet r nous assurent qu'il existe un element fcg 
de Z n tel que, quel que soit k ^ ko, on ait 

|a fco (6)|max(s fco ,t fco ) > |oj,(6)| max(s fc , t fc ). 

En utilisant le fait que la famille (||afe||v max(s fc , £ fc ))fcez™ est sommable, on en 
deduit qu'il existe u,«£R tels que, quel que soit k ^ ko, on ait meme 

\a ko (b)\ min(s fc °,t fc °) > v > u > \a k (b)\ max(s fc ,t fc ). 

II existe un voisinage E de — oo dans Z n \ {k } tel que 

||afc||y max(s fc , t fc ) < u. 

De meme, il existe un voisinage F de +oo dans Z n \ {E U {fco}) tel que 

||afe||v max(s fc ,t fc ) < u. 

k&F 
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La partie G = Z n \ (E U F U {fco}) ne contient qu'un nombre fini de termes. 
On en deduit qu'il existe deux elements so et to de (R^) n verifiant s < sq < r 
et r < to < t tels que Ton ait 

|o fco (6)|min(aj,tj) > v 

et, quel que soit k G G, 

\a k (b)\ max(sg,to) < it. 
Definissons deux voisinages compacts du point b dans V par 

W = {c € V | Vfc € G, |a fc (6)|max(s c ,t c ) < u} 

et 

= {c e V I \a k0 (c)\uiin(s^,t^) > v} . 
II existe un element A de l'intervalle ]0, 1] verifiant 

2^ x u<v. 

Les conditions que nous avons imposees sur r imposent au corps value Jtff(b) 
d'etre ultrametrique. En particulier, nous avons |2(6)| < 1. Par consequent, la 
partie 

W 2 = {cG V | \2(c)\ <2 A } 

est un voisinage compact de b dans V. Choisissons un voisinage compact ration- 
nel W de b contenu dans Wq n W\ f] W% ■ Nous allons montrer que la fonction / 
est inversible dans l'anneau &(W){sq < \T\ < to). Notons 

D = 7r- 1 (W)nC(s ,t ). 

En utilisant le fait que £3 (W) = W et le lemme 2.1.1, on montre que 

Jt(39(W)(a < \T\ < t }) = D. 

D'apres [1], corollaire 1.2.4, pour montrer que la fonction / est inversible dans 
l'anneau 3&(W)(so < \T\ < to), il suffit de montrer qu'elle ne s'annule par sur 
son spectre analytique D. Soit y un point de D. Notons c son projete sur B. 
C'est un element de W. Nous avons 



\f(y)\ 



kez n 



a ko (c) T(y) fc » + £ a k (c) T{yf + £ a k (c) T(y) k 



+ Y,a k (c)T(y) 
fceG 



k 



keF 
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Ecrivons l'expression a l'interieur de la valeur absolue comme une somme de 3 + jjG 
termes. A l'exception du premier, chacun de ces termes g verifie 

\g\ <u<2^ G+2 ^v< \a ko (c)\\T(c) k «\. 
D'apres le lemme 2.3.1, nous avons done 

|/(y)|>2-(« G+2 ) A |a fco ( C )||T( C ) fc o|>0. 

On en deduit le resultat. □ 

Venons-en, a present, au cas ou l'anneau local &Bb est un anneau de valuation 
discrete verifiant la condition (U) de la definition 2.2.9. Soit ir une uniformisante 
de G s,b et v n la valuation associee. Nous disposons d'un resultat analogue a 
celui du lemme 2.2.11. Avant de l'enoncer, definissons une application v de L(, ;r 
dans N U {+oo}. Soit / un element de L\, r . II existe un voisinage compact V 
de b dans B, des elements s et t de R™ verifiant s < r et t > r tels que 

/ € 3§{V){s < \T\ < t). 

Dans ce dernier anneau, la fonction / possede une ecriture sous la forme 

kez n 

ou, quel que soit k € Z n , nous avons € 38 (V) et la famille (||afe|| v max(s fc , t k ))kez n 
est sommable. Posons 

v(f) = min{?; 7r (a fc ), k 6 Z n } G N U {+oo}. 

Cette quantite ne depend pas du representant de / choisi. 

Lemme 2.3.3. — Supposons que l'anneau local &Bb es t un anneau de valua- 
tion discrete verifiant la condition (U). Soit ir une uniformisante de &B,b et 
notons v-jt la valuation associee. Soit f un element non nul de L\, r \ {0}. Alors, 
il existe une fonction g de Lb^ r verifiant les proprietes suivantes : 

i) v(g)=0; 

ii) f = Tt v (f'g dans L^^. 
Nous en deduisons le theoreme suivant. 
Theoreme 2.3.4. — Supposons que l'anneau local @B,b es t un anneau de va- 
luation discrete verifiant la condition (U). Alors l'anneau L^ r est un anneau de 
valuation discrete, de valuation v et d 'ideal maximal m^L;,^. 

Demonstration. — On verifie directement sur la definition de l'application v que 
les deux proprietes suivantes sont verifiees : quels que soient f et g dans Lt, r , 
nous avons 
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i) v(f + g)> mm(v(f), v(g)) ; 
H) v(fg) = v(f) + v(g). 

En outre, la condition (U) assure que nous avons v(f) = +00 si, et seule- 
ment si, la fonction / est nulle. De cette propriete, jointe a la propriete ii), on 
deduit que l'anneau Li, r est integre. Notons F son corps des fractions. L'appli- 
cation v se prolonge en un morphisme surjectif de F* dans Z qui verifie encore 
la propriete i). C'est done une valuation discrete. 

Pour conclure, il nous reste a montrer que nous avons les deux egalites sui- 
vantes : 

a) L fe , r = {f€F\ v(f) > 0} ; 

b) m b L bjr = {f eF\v(f) >0}. 

L'egalite b) se deduit de l'egalite a) en utilisant la condition (U). En outre, en 
utilisant le lemme 2.3.3, on se ramene a montrer que tout element de L b r de va- 
luation nulle est inversible dans L br . Soit / un element de L br tel que v(f) = 0. 
II existe un voisinage compact V de b dans B, des elements s et t de R™ 
verifiant s < r et t > r tels que 

/ € 3§(V){s < |T| < t). 

Dans ce dernier anneau, la fonction / possede une ecriture sous la forme 

kez n 

ou, quel que soit k € Z n , nous avons € 38 (V) et la famille (||afe||v max(s fc , t fc ))fcGZ" 
est sommable. Puisque v(f) = 0, la famille (|afc(^)|)fcez n n'est pas nulle. Les 
conditions imposees au n-uplet r nous assurent alors qu'il existe un element fco 
de Z n tel que, quel que soit k ^ ko, on ait 

|a fco (6)|max(s fco ,i fco ) > |a fe (6)| max(s fc , t k ). 

On en utilisant le meme raisonnement que dans la preuve du theoreme 2.3.2, on 
montre que la fonction / est inversible dans l'anneau L b ^ r . □ 
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2.4. Exemples d'anneaux locaux 

II est possible d'exhiber des bases de voisinages explicites de certains points 
de l'espace affine. Ces resultats nous seront, par la suite, tres utiles pour etudier 
les anneaux locaux en ces points. Commengons par nous interesser a des parties 
compactes plus generales. 

Lemme 2.4.1. — Soient U un ouvert de B, Y un ouvert de Xjj, p un entier 
et fi, . . . , f p des elements de &x(X)- Pour toute partie compacte V de U et tous 
elements s = (si, . . . , s p ) et t = (ti, . . . , t p ) de nous posons 

M v (B,t) = {yeYnXv\Vie[l,p], * < \fi(y)\<ti}. 

Nous supposerons que toutes ces parties sont compactes. 

Soient V une partie compacte de U et s et t deux elements de R p . Soit N un 
voisinage du compact My(s,t) dans Y. II existe un voisinage compact V' de V 
dans U et deux elements s' et t' de Y(P + verifiant les inegalites s' -< s et t' > t 
tels que Von ait Vinclusion 

M v ,(s',t') C N. 

Demonstration. — Posons M = My(s,t). Soient Vq un voisinage compact de V 
dans U et so et to deux elements de R p verifiant les inegalites s' -< s et t' > t. La 
partie compacte Mq = My (so, to) est alors un voisinage compact de M dans Y. 
Sans perdre en generality, nous pouvons supposer que N est un voisinage ouvert 
de M dans M . 

Posons M\ = My (s,t). La partie iV n M\ est un voisinage ouvert de M 
dans M\. Son complementaire S\ est une partie compacte. Puisque M\ n Xy = 
M, le compact Si ne coupe pas Xy. Par consequent, le compact vr(5i) ne coupe 
pas V. Choisissons un voisinage compact V de V dans Vq contenu dans le 
complementaire de n(Si). Nous avons alors 

My, (s, t) = Mi n Xy, C Mi n N C N. 

Posons M2 = My(t,to). La partie N H M2 est un voisinage ouvert de M 
dans Mi- Son complementaire S2 est une partie compacte. La fonction 

max(|/i| - ti) 
±<i<p 

atteint son minimum m sur S*2. Puisque S2 est disjoint de M, le nombre reel m 
est strictement positif. Pour tout element i de choisissons un element 
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de l'intervalle ]U,ti + m[. Posons t' = . . . , t' ). Nous avons alors t' > t et 

M v ,(t,t') =C M 2 niV C 2V. 

Nous montrons de meme qu'il existe un element s' de R/j. verifiant s' -< s tel 
que 

M y /(s',s) =C iV. 

On en deduit que 

M v ,(s',t') C N, 

ce qui demontre le resultat. □ 

Nous allons maintenant appliquer ce resultat afin d'obtenir une description 
explicite de systemes fondamentaux de voisinages pour certains points. 
Definition 2.4.2. — Soient b un point de B, a±, . . . ,a n des elements de Gbj> 
et 

r ii • • • i r n des elements de R+. Notons I V ensemble des elements i de [1,72.] 
tels que ^ 0. Supposons que la famille (rj)j g / est libre dans I'espace vectoriel 
Q iX>z / (b)* |). // existe alors un unique point x de la fibre qui verifie 
les inegalites suivantes : 

Mi G [1, n], |(Tj — oti)(x)\ = r{. 
Un tel point est dit deploye. 

Soient b un point de B et a = (a±, . . . , a n ) un element de b . Soit -Bo un 
voisinage de b dans B sur lequel les fonctions ai, . . . , a n sont definies. 

Soient / une partie de [l,n] et (rj)j g / une famille de R?j_ dont l'image dans 
I'espace vectoriel Q ®z (R* + /\<#?(b)*\) est libre. Notons J = [l,n] \ I et, pour 
% G J, posons Ti = 0. Posons encore r = (r\, . . . , r n ). Notons x l'unique point de 
la fibre Xf, qui verifie 

Vie[l,n],\(T i -a i )(x)\=r i . 

Proposition 2.4.3. — Soit U un voisinage du point x dans X. Pour tout 
element i de J, posons Si = 0. II existe un voisinage V du point b dans Bq, 
pour tout element i de I, un element S{ de ]0, et, pour tout element i de 
[l,n], un element ti de ]rj,+oo[ tels que Von ait Vinclusion 

{y G X v \\fi € [l,n], Sl < \(Ti - on)(y)\ < U} C U. 

Demonstration. — D'apres le corollaire 1.1.12, pour toute partie compacte V 
de Bq et tous elements si, . . . , s n , ti, . . . , t n de R + , la partie de X definie par 

{yeX v \Vie [l,p], Si < \(Ti - a)(y)\ < U} 

est compacte. Le resultat decoule alors du lemme 2.4.1. □ 
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Nous allons, a present, preciser ce resultat. A cet effet, nous allons construire 
une application o- a>r de Bq dans 

W = {y € X Bo | Vi € |(T< - Oi)(y)| = r*} 

qui soit une section du morphisme ir au-dessus de Bq. 

Soit c un point de Bq. Si le point c est associe a une valeur absolue ul- 
trametrique, nous definissons (J a ,ric) comme le point associe a la semi-norme 
multiplicative 



*/[T u ...,T n ] 



E 

fc>0 



a k Y[( T i 



R+ 

/ n 

max(|a fc (c)|J]r^ 



i=l 



i=l 



Si le point c est associe a une valeur absolue archimedienne, alors le corps residuel 
complete Jif(c) est R ou C muni de la valeur absolue l-j^,, avec e € ]0, 1]. Nous 
definissons a a ,r(,c) comme le point (a\ + r\ , ...,a n + rl/ 6 ) de la fibre X c , 
autrement dit, comme le point associe a la semi-norme multiplicative 



*f[Ti 



,T n ] 



R 



k>0 i=l 

Lemme 2.4.4. — L 'application 



ki/e 



k>0 



i=l 



0- a ,r : Bq^W 

est une section continue du morphisme tt au-dessus de Bq. 

Demonstration. — Le fait que l'application o a ^ r prenne ses valeurs dans W et 
soit une section de tt est immediat. Interessons-nous, maintenant, a sa conti- 
nuity. Rappelons que, par definition de la topologie de X, l'application a a<r est 
continue si, et seulement si, pour tout element P de srf\T\, . . . , T n ], l'application 

I pm I -So - > R-+ 

1 Wl ""^ C h- \P(0- a , r (c))\ 

est continue. 

Considerons l'ouvert de Bq defini par 



B x = {c£B \2(c)\ < 1}. 

Chacun des points de cet ouvert est associe a une valeur absolue ultrametrique. 
Par consequent, pour tout element P = £ fc>0 a k U7=i(Ti-ai) ki de ^[T 1} . . . , T n ], 
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nous avons 

/ n 



\P((Ta,r( c ))\ = m ^ x l a fe( c )l H ; 

fc -° V i=l / 

On en deduit que l'application a a ,r est continue sur B\. 
Considerons de meme l'ouvert de Bq defini par 

B 2 = {c€B \2(c)\ >l}. 

Chacun des points de cet ouvert est associe a une valeur absolue archimedienne. 
Par consequent, pour tout element P = J2 k>0 a k n£=i(^i — cti) kt de &/[Ti, . . . , T n ], 
nous avons 

\P(a a>r (c))\ = \p[a + r\ / \...,a + r^) (c) . 
On en deduit que l'application a a , r est continue sur B 2 . 

Si le point central ao de B n'appartient pas a Bq, alors Bq = B\ U B 2 et 
nous avons montre que l'application a a , r est continue. Supposons, a present, 
que le point ao appartienne a Bq. Par hypothese, l'image dans l'espace vectoriel 
Q<8>z(R+/ de lafamille (ri) i6 j de est libre. Puisque \Jf(ao)*\ = {1} 
est contenu dans \J4?(b)*\ son image est encore libre dans l'espace vectoriel 
Q ®z (R+/|^(ao)* I)- On en deduit que le point a a)r (ao) est l'unique point du 
compact 

{y eX \Vi G [l,n], |(Tj - (Xi)(y)\ = r,}. 
Soit ?7 un voisinage du point cr a ,r( a o) dans X. D'apres la proposition 2.4.3, il 
contient une partie de la forme 

{y e X v I Vi G [l,n], s 4 < ((^ - a 4 )(y)| < U} , 

oil V est un voisinage du point ao dans Bq, pour tout element i de J, Sj = 0, 
pour tout element i de /, appartient a ]0, r.j[ et, pour tout element i de 
[l,n], U appartient a ]rj,+co[. En particulier, il contient la partie W n Xy. 
Par consequent, la partie c~ r (C7) contient le voisinage V de ao dans Bq. On en 
deduit que l'application n a ^ r est continue au voisinage du point ao- 

Nous avons, a present, traite le cas de tous les points de Bq. Nous avons done 
bien montre que l'application a a ^ r est continue. □ 

Cette section nous permet d'obtenir des informations supplement aires sur les 
voisinages des points deployes des fibres. 

Corollaire 2.4.5. — Soient b un point de B, x un point deploye de la fibre Xb 
et U un voisinage du point x dans X . II existe un voisinage V du point x dans U 
verifiant les proprietes suivantes : 

i) la projection tt(V) est un voisinage du point tt(x) = b dans B ; 
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ii) il existe une section continue a du morphisme de projection V — > tt(V) ; 

Hi) pour tout point b de tt(V), la trace de la fibre Xb sur V est connexe par 
arcs. 

Demonstration. — Ce resultat decoule directement de la proposition et du lemme 
qui precedent. Le point Hi) est vrai car pour tout corps value complet k, tous 
elements a±,...,a n de k et si, . . . , s n , t\, . . . , t n de R + , la partie de l'espace 
analytique A^' dn definie par 

{y G A"' an | Vt G [l,n], Si < |(T - Oi)(j/)| < U} 

est connexe par arcs. □ 

Corollaire 2.4.6. — Soient b un point de B etx un point deploye de la fibre Xb- 
Le morphisme ir est ouvert au point x. 

Corollaire 2.4.7. — Soient b un point de B etx un point deploye de la fibre X},. 
Si le point b de B possede un systeme fondamental de voisinages connexes par 
arcs, alors il en est de mime pour le point x de X. 

Nous pouvons, a present, decrire explicitement les anneaux locaux aux points 
deployes des fibres. Reprenons les notations du debut de ce numero. Soient b un 
point de B et a. = (ai, . . . , a n ) un element de b . Soit Bo un voisinage de b 
dans B sur lequel les fonctions oi, . . . , ct n sont definies. 

Soient / une partie de [l,n] et (rj)jg/ une famille de R?j_ dont l'image dans 
l'espace vectoriel Q ®z (R* + /\J^(b)*\) est libre. Notons J = [l,n] \ I et, pour 
% € J, posons Ti = 0. Posons encore r = (r\, . . . , r n ). Notons x l'unique point de 
la fibre Xb qui verifie 

Vi€[l,n],\(Ti-ai)(x)\=ri. 

Theoreme 2.4.8. — Le morphisme &/[T] — > &x,x induit un isomorphisme 

lim @(V)(s < \T - ct\ < t) ^ O x .x, 
V,s,t 

ou V parcourt V ensemble des voisinages de b dans Bq, quel que soit i G J , Sj = 
et ti parcourt R!j_ ; quel que soit i G J, Sj et ti parcourent respectivement ]0, rt[ 
et ]r i} +oo[. 

Demonstration. — Quitte a remplacer l'anneau stf par &(U), ou U designe un 
voisinage compact rationnel de b assez petit, nous pouvons supposer que a G si n '. 
Cette operation est licite d'apres le theoreme 1.2.11. Quitte a appliquer la trans- 
lation par le vecteur —a, qui est un automorphisme, nous pouvons supposer 
que a = 0. 
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Soit V un voisinage compact du point b dans s un element de R+ et t 

un element de (R^_) n tels que s < t. D'apres la proposition 2.1.1, le morphisme 
naturel £^[T] — > &(Cy(s,t)) se prolonge en un morphisme 

&(y){s < \t\ < t) -> a(c v (8,t)). 

La proposition 2.1.3 assure que ce morphisme est injectif. En utilisant la propo- 
sition 2.4.3, on en deduit qu'il existe un morphisme injectif 

<p : lim &(V)(s < \T\ < t) ^ x ,x, 
V,s,t 

ou V parcourt l'ensemble des voisinages compacts du point b dans B et s et t 
l'ensemble des elements de R+ qui verifient s -< r < t. 

II nous reste a montrer que ce morphisme est surjectif. Soit / un element 
de 6x,x- P ar definition du faisceau structural, il existe un voisinage U du point x 
dans X sur lequel la fonction / est la limite uniforme d'une suite de fractions 
rationnelles (Rj)j>o a coefficients dans stf sans poles sur U. D'apres la proposi- 
tion 2.4.3, nous pouvons supposer que le voisinage U est de la forme 

U = C v (s,t), 

ou V designe un voisinage compact rationnel du point b dans B, et s et t deux 
elements de R" qui verifient s -< r < t. Le morphisme naturel 

g/[T] -> 8(V)(a < \T\ < t) 

est injectif. D'apres les propositions 1.2.15 et 2.1.1, ce morphisme induit un 
homeomorphisme 

JZ{@{V){s < \T\ < t» ^ U. 
Soit P un element de g/[T] qui ne s'annule en aucun point de U. D'apres [1], 
corollaire 1.2.4, l'image de P est inversible dans l'anneau 38{y){s < \T\ < t). 
On en deduit que l'anneau Jff(U) s'injecte dans 38(y){s < \T\ < t). 

Soient u un element de R™ tel que s^u^retvun element de (R?j_) n tel 
quer < v < t. L'anneau J^(U) s'injecte encore dans l'anneau &(V){u < \T\ < v) 
L'inegalite sur les normes demontree dans la proposition 2.1.3 assure que la 
suite (Rj)j>o est une suite de Cauchy dans l'anneau 3S(y){u < \T\ < v). Puisque 
ce dernier anneau est complet, la suite (Rj)j>o y converge et sa limite est envoyee 
sur la fonction / par le morphisme cp. 

□ 
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2.5. Henselianite 

Nous commengons par montrer que les anneaux locaux de l'espace affine ana- 
lytique X au-dessus de B sont henseliens. Nous decrivons ensuite un cadre dans 
lequel cette propriete peut deboucher sur l'existence d'un isomorphisme local 
entre espaces analytiques. 

2.5.1. Demonstration 
Proposition 2.5.1. — Soitx un point de X . L'anneau local ffx,x est hens elien. 

Demonstration. — Rappelons que nous notons k(x) = &x,x/vc\ x . Soit P(T) un 
polynome unitaire de &x,x[T] dont l'image dans k(x)[T] possede une racine 
simple a. D'apres [24], chapitre VII, proposition 3, il nous suffit de montrer que 
a se releve en une racine de P(T) dans &x,x- 

Choisissons un element / de 6x,x relevant a. Nous pouvons alors retraduire 
les hypotheses sous la forme P(f)(x) = et P'(f)(x) ^ 0. 

Soit U un voisinage compact de x dans X tel que les coefficients du po- 
lynome P et 1 'element / appartiennent a SS{U\ Quitte a restreindre U, nous 
pouvons supposer que la fonction P'(f) y est inversible. II existe un polynome 
Q{T\,T2) £ 88{U)\Ti,T2\, independant de /, tel que, quel que soit g 6 3§{U), 
on ait 

P(f + P(f)g) = P(f)+P'(f)P(f)g + P(f) 2 g 2 Q(f,g) 

= p>(f)p(f)(-^ + g + pv g 2 Q{fjg) y 

Notons d e N le degre du polynome Q(f,T). Soit t G ]0, 1[. Quitte a res- 
treindre encore le voisinage U de x, nous pouvons supposer que t/{d+ 1) majore 
la norme uniforme sur U de tous les coefficients du polynome 

R(T) = -^j- ) T 2 Q(f,T). 

On a alors 

d+2 

Vge^(U),\\R(g)\\u < EdhMb 

i=2 

< t maxJjIsll^H^I^ 2 ) . 
En particulier, si g S &{U) verifie \\g\\u < 1 , alors nous avons encore ||JS(</)||j/ < 1. 
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Quitte a diminuer t, nous pouvons supposer que 



t max 



Nous avons alors 



P'U) 



R 



P'(f) 



d+2 N 



< 1. 



1 



P'U) 



< 1. 



V 



On en deduit que, quel que soit n G N*, nous avons 

-1 



R c 



P'U) 



< 1, 



u 



oi\ R on designe l'application R elevee a la puissance n pour la loi de composition. 
En utilisant le fait que, si un element b de 3${U) verifie \\b\\u < 1, alors 

on montre, a l'aide d'une recurrence, que, quel que soit n € N*, nous avons 



R° 



1 



P'U) 



V 



En particulier, la serie 



nGN 



P'U) 



converge dans 3S(JJ). Notons s sa somme. Elle verifie l'equation 



s - R(s) 



P'U)' 



On en deduit que P(f + P(f)s) = 0. Puisque P(f) es * nn ^ dans k(x), l'element 
/ + P(f)s de Cx,x releve bien a. □ 

Corollaire 2.5.2. — Soit {Z,£?z) un espace analytique sur gf (au sens de la 
definition 1.1.27). Pour tout point z de Z , Vanneau local &z,z est henselien. 



Demonstration. — Par definition, l'anneau local &z,z es t le quotient de l'anneau 
local en un point d'un espace affine analytique sur srf . Ce dernier anneau est 
henselien, d'apres la proposition precedente. Cela suffit pour conclure car tout 
quotient d'un anneau henselien est henselien. □ 
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2.5.2. Isomorphismes locaux 

Le caractere henselien d'un anneau local peut etre interprete comme une sorte 
de theoreme des fonctions implicites. Par la suite, nous utiliserons effectivement 
cette propriete pour demontrer des resultats d'isomorphie. La proposition qui 
suit donne un exemple d' application. 

Soit P(S) un polynome unitaire a coefficients dans si ' . Notons d £ N son 
degre. Nous nous inter esserons a l'algebre 

si' = si[S]/(P(S)). 

Puisque le polynome est unitaire, le morphisme 

si d -> si' 

d-l 

(a , . . . ,a d _i) y^aj S l 

i=0 

est un isomorphisme. Munissons l'algebre si d de la norme ||.||oo donnee par le 
maximum des normes des coefficients. On definit alors une norme, notee ||.||div) 
sur si' de la fagon suivante : 

yfes/', ||/|| d iv=||n- 1 (/)|| 0O . 

Cette norme n'est pas, a priori, une norme d'algebre. Nous supposerons done que 
l'algebre si' est munie d'une norme d'algebre ||.||' equivalente a la norme ||.||div : 
il existe deux constantes D- , D + > telles que 

Vfesi', D_||/||div< ||/ir<^+||/||div. 

Munie de la norme ||.||', l'algebre si' est une algebre de Banach. En outre, le 
morphisme (si, ||.||) — » (si', ||.||') est borne. Nous noterons 

„ y/ \ n,an * n,an v 

le morphisme induit entre les espaces analytiques. 

Soit U une partie ouverte de X et supposons qu'il existe une fonction R definie 
sur U verifiant P(R) = 0. Signalons qu'en pratique, nous deduirons l'existence 
d'une telle fonction du caractere henselien d'un certain anneau local. 

Nous pouvons alors defmir une application a de U C X vers X' . Soit x un 
point de U. Soit p(T) = ^2k>oPkT k , ou la famille (pk)k>o est une famille 
presque nulle d'elements de si' . Quel que soit k G N n , relevons l'element p}, de 
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stf 1 en un element qk(S) de .sz/fS']. Considerons l'application 



Xcr(x) : p(T) 



k>0 



Puisque P(R(x)) = 0, cette application ne depend pas du choix des differents 
releves. On en deduit aussitot que Xa(x) es t un niorphisme de srf -algebres. Mon- 
trons que ce niorphisme est borne sur Soit / € II existe ao, • • • , a,d-i € srf 
tels que 



d-1 



/ = ^ ai S i dans at'. 



i=0 



Nous avons alors 



|x<t(x)(/)| 



aj(x) i2(x) 



< 



< 



< 



\R(x) 



\i=0 



max (laj(x)l) 
0<i<d-l 



max (Ha,; | 

0<i<a— 1 



DZ l \\f\\'. 



Par consequent, le morphisme Xa(x) es t borne sur . C'est done un caractere 
de £/'[T]. Nous noterons o~(x) le point de X' associe. L'application er ainsi 
construite est une section continue de tp au-dessus de U. Sous certaines hy- 
potheses, nous pouvons obtenir un resultat bien plus fort. Nous noterons a 
l'image de S dans 

Proposition 2.5.3. — Supposons que 

i) la norme \\.\\' sur s^' est uniforme et equivalente a la norme \\.\\div', 

ii) Vouvert U est connexe ; 

Hi) la fonction P'(a) est inversible sur ip~ l (U) ; 

iv) il existe un point xq € U tel que R(o~(xq)) = a dans J4?(o~(xo))- 

Alors la partie o~(U) est ouverte dans X' et la section a induit un isomorphisme 
entre les espaces U et o~(U), munis des structures d'espaces localement anneles 
induites. 

Demonstration. — Le polynome P(T) possede une unique factorisation dans 
sf'[T\ sous la forme P(T) = (T — a)Q(T), avec Q(T) £ £?'[T]. Quel que soit le 
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point x' de (/? _1 (f/), nous avons P(R(x')) = 0, d'ou Ton tire soit R(x') = a, soit 
Q(R(x')) = 0. Ces deux conditions ne peuvent valoir simultanement, puisque, 
par hypothese, nous avons P'(a)(x') ^ 0. Par consequent, la partie de X' definie 
par 

U' = {x' G y- 1 {U)\R(x') = a} 

est ouverte. 

Montrons, a present, que a(U) = U' . Par hypothese, nous avons R(a(xo)) = 
a, autrement dit, le point cr(xo) appartient a U' . Puisque l'ouvert U est connexe, 
la partie cr(U) Test encore. Nous en deduisons l'inclusion cr(U) C U'. 

Reciproquement, soit x' un point de U' . Par definition de U', nous avons R(x') = 
a. Notons x 6 U son image par le morphisme <p. Soit p(T) = ^2k >Q Pk T k , ou 
la famille (j>k)k>o est une famille presque nulle d'elements de £/[S]/(P(S)). 
Quel que soit k £ N n , relevons l'element pk en un element de g/[S]. Le 
caractere Xa(x) envoie le polynome pk sur l'element 

Qh(R(x)) T k (x) de Jf(x). 

fc>0 

L'image de cet element par l'injection Jif(x) J^(x') n'est autre que 

J2q k (R(x'))T k (x') = ^q k (a)T k (x)=p(T(x')) dans J^(x'). 
k>0 k>0 

On en deduit que a(x) = x' . 

Nous venons de demontrer que le morphisme ip realise un homeomorphisme 
de l'ouvert U' de X' sur l'ouvert U de X. Nous allons prouver qu'il induit meme 
un isomorphisme entre les espaces anneles. Soit x' un point de U'. Notons x € U 
son image par le morphisme (p. II suffit de montrer que le morphisme 

@x,x #X>,x> 

induit par ip est un isomorphisme. Montrons, tout d'abord, qu'il est injectif. 
Soit / une fonction analytique definie sur un voisinage V de x dans U dont 
l'image dans l'anneau local &x' x' est nulle. II existe alors un voisinage W' du 
point x' dans <p~ l {V) tel que, quel que soit y' dans W', nous ayons 

^(/)(y0 = 0dans Jif(y'). 

On en deduit que, quel que soit y dans <p(W), nous avons 

f(y) = dans Jt?{y). 

La partie W = ip(W') est un voisinage de x dans X, car <p est un homeomorphisme 
sur U', et la fonction / est nulle en tout point de ce voisinage. Cette condition 
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impose que a la fonction / d'etre nulle en tant qu'element de ff x {W), et done 
dans Panneau local &x,xi car l'algebre est munie d'une norme uniforme. 

Montrons, a present, que le morphisme entre les anneaux locaux est surjec- 
tif. Soit /' G @x',x'- II existe un voisinage ouvert V de x' dans U' et une 
suite (i?^) ng N d'elements de Jf(V') qui converge vers /' uniformement sur V' . 

Soit n E N. II existe deux elements p' et q' de g/'[T], q' ne s'annulant 
pas sur V', tels que R' n = p'/q' dans Jf(V'). II existe une famille presque 
nulle (p' k )k>o d'elements de st' telle que 

p'(T) = ^P k T k . 

k>0 

Quel que soit k dans N n , relevons l'element p' k en un element p k de ^[S 1 ]. 
Puisque V = <p(V) est contenu dans U, la fonction R y est deflnie. II en est 
done de meme pour la fonction 

p(T) = Y J Pk{R)T k deff x {V). 

k>0 

Par definition de U', au-dessus de U', nous avons R = a. On en deduit que 
V*(P) = J>fc(a)T fc =p' dans &x(V). 

En procedant comme precedemment, on montre qu'il existe un element q 
de 0x{V) tel que 

<p*(q) = q' dans X {V'). 

Puisque la fonction q' ne s'annule pas sur V', la fonction q ne s'annule pas sur V 
et elle est done inversible dans ffxiY)- L'element R n = pq^ 1 de ffx{V) verifie 
l'egalite 

<p*(R n )=R' n dans X (V). 

Puisque la suite (R' n ) ne N converge uniformement sur V ', la suite (i? n ) n£ N 
est une suite de Cauchy uniforme sur toute partie compacte de V. Elle converge 
done vers une fonction / de ff x (V)- Cette fonction verifie 

dans ffx(Y') et done dans & X ',x'- C'est ce que nous voulions demontrer. 

□ 

Remarque 2.5.4. — En general, il n'est pas aise de montrer que l'hypothese i) 
de la proposition precedente est satisfaite. Nous etablirons, dans un chapitre 
ulterieur, des criteres permettant de l'assurer (cf. lemme 5.2.3 et proposition 5.2.7) 
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Nous prouverons egalement qu'elle est verifiee dans trois cas particuliers, dans 
la preuve des propositions 3.3.1, 3.3.2 et 3.3.3. 



CHAPITRE 3 



ESPACE AFFINE ANALYTIQUE AU-DESSUS 
D'UN ANNEAU D'ENTIERS DE CORPS DE 

NOMBRES 



Ce chapitre est consacre a l'etude des espaces analytiques au-dessus d'un an- 
neau d'entiers de corps de nombres. Dans ce cadre, nous allons pouvoir preciser 
et generaliser les result at obtenus au chapitre precedent. 

Dans le numero 3.1, nous nous interessons au spectre analytique de l'anneau 
d'entiers de corps de nombres A. Nous commengons par le decrire ensembliste- 
ment et poursuivons en etablissant ses proprietes topologiques. Pour finir, nous 
decrivons les sections du faisceau structural au-dessus des ouverts de cet espace 
et en deduisons notamment l'expression des anneaux locaux. 

Dans la suite du chapitre, nous passons a l'etude des espaces affines de di- 
mension quelconque. Au numero 3.2, nous commencons par reprendre, pour les 
preciser dans le cadre que nous avons choisi, les descriptions des anneaux locaux 
que nous avons deja obtenues. A titre d'application, nous utilisons le caractere 
henselien d'un certain anneau local pour donner une nouvelle demonstration du 
theoreme classique d'Eisenstein (c/. theoreme 3.2.10). A la fin de ce numero, 
nous nous interessons aux anneaux de sections globales sur les disques et cou- 
ronnes relatifs et en proposons une description explicite. 

Les numeros 3.3 et 3.4 sont consacres a l'etude de certains types de points : 
points rigides des fibres, puis points internes. Nous decrivons des systemes fon- 
damentaux de voisinages et demontrons quelques proprietes algebriques des an- 
neaux locaux. 

Nous parvenons a decrire et etudier les anneaux locaux en plusieurs types de 
points, au nombre desquels les points rigides des fibres. Les resultats que nous 
obtenons ne sont cependant pas complets : certains problemes ont, jusqu'ici, 
resiste a nos tentatives et requierent vraisemblablement une approche nouvelle. 
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Nous proposons egalement une description explicite des anneaux de sections 
globales sur les disques et couronnes relatifs. 

Au numero 3.5, nous nous interessons a la dimension topologique des espaces 
afrmes au-dessus d'un anneau d'entiers de corps de nombres. 

Finalement, le numero 3.6 est consacre au prolongement analytique. II ne 
contient presqu'aucun resultat et nous nous contentons d'y enoncer quelques 
definitions et proprietes liees a cette question, en vue d'une utilisation ulterieure. 

Dans ce chapitre, nous fixons un corps de nombres K. Nous noterons A l'an- 
neau de ses entiers. 
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3.1. Spectre analytique d'un anneau d'entiers de corps de 

nombres 



Dans cette partie, nous allons etudier le spectre analytique de l'anneau d'en- 
tiers de corps de nombres A. Pour ce faire, nous devons le munir d'une norme 
qui en fasse un anneau de Banach. Plusieurs choix d'offrent a nous : norme tri- 
viale, restriction de la valeur absolue complexe, etc. Nous choisirons la norme |.| 
definie de la fagon suivante : 

V/eA, ||/||= max n (K/)U), 

ou le maximum est pris sur l'ensemble des plongements a du corps K dans 
C. Par exemple, lorsque K = Q, cette norme est simplement la valeur absolue 
usuelle \.\oo- Notre choix est guide par le fait que cette norme est plus grande 
que toutes les semi-normes multiplicatives que Ton peut definir sur l'anneau A. 
Le spectre ^(A, ||.||) contiendra done tous les points possibles. 

Remarquons que l'anneau A muni de la norme ||.|| est bien un anneau de 
Banach. En effet, quel que soit / G A \ {0}, nous avons ||/|| > 1. Cette inegalite 
decoule simplement de la formule du produit. Par consequent, la topologie in- 
duite sur A par la norme |.| est discrete. 

Dans la suite de ce texte, nous supposerons toujours que l'anneau A est muni 
de la norme ||.||. Nous ecrirons done ^(A) et A^' an , pour tout entier n, sans plus 
de precisions. Nous noterons simplement le faisceau structural sur l'espace 
JC{A). 



3.1.1. Description ensembliste et topologique 

Le theoreme d'Ostrowski nous permet de decrire explicitement toutes les semi- 
normes multiplicatives sur A, autrement dit l'ensemble ^(A). 

Nous avons, tout d'abord, la valeur absolue triviale 



K -> R+ 

si / = 

1 sinon 



l0: / - { 



Nous noterons ao le point de ^{A) correspondant. Le corps residuel en ce point 
est 

(J?(a ),\.\) = (K,\.\ ). 
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Soit p un nombre premier. Nous noterons v p la valuation p-adique sur Q et \.\ p 
la valeur absolue p-adique definie par 

ii Q - R+ 

\-\P ■ f p -v p (f) ■ 

Soit m un ideal maximal de A. L'anneau local A m est un anneau de valuation 
discrete. Notons k m = A/m son corps residuel. Choisissons une uniformisante 7r m 
de ^4 m . Nous noterons encore A m le complete de A m pour la topologie m-adique 
et K m son corps des fractions. Notons p m le nombre premier tel que mflZ = p m Z. 
Le corps K m est alors une extension finie du corps Q Pm , dont nous noterons n m 
le degre. Nous noterons |.| m 1' unique valeur absolue sur K qui prolonge la valeur 
absolue |.| Pm sur Q. Pour tout element / de K, nous avons 

l/n m 

\f^=\ N K m/Qp Jf)\ p ■ 

Nous noterons a m le point de ^f(A) correspondant a la valeur absolue |.| m . 

A chaque nombre reel strictement positif e, on associe alors la valeur abso- 
lue |.|^ sur K. Nous noterons le point de ^(A) correspondant. Le corps 
residuel en ce point est 

Pn<4),|.|) = (K m ,\Ue)- 

Lorsque nous faisons tendre e vers dans la formule precedente, nous retrou- 
vons la valeur absolue triviale. Nous noterons done 

n° — n 

Lorsque nous faisons tendre e vers +oo, nous obtenons la semi-norme multi- 
plicative induite par la valeur absolue triviale sur le corps fini A; m : 

A — > R + 

si / € m . 



1 sinon 



Nous noterons a m , ou encore a+°°, le point de ^(A) correspondant. Le corps 
residuel en ce point est 



(Jf(a m ),\.\) = (k 



m, ■ 0; 



Soit a un plongement du corps K dans C. Nous poserons K a = R si le 
plongement est reel, e'est-a-dire si son image est contenue dans R, et K a = C 
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dans les autres cas. Nous noterons |.| CT la valeur absolue sur K definie par 

I, K -c R+ 

Ma: / ~ k(/)|oo ' 

oil |.|oo designe la valeur absolue usuelle sur C. Nous noterons a CT le point 
de ^(A) correspondant. Remarquons que deux plongements complexes conjugues 
definissent la meme valeur absolue et done le meme point de ^(A). Nous no- 
terons n<j le degre de l'extension K a /H. 

A chaque nombre reel e € [0, 1], on associe la valeur absolue |.|^ sur K. Nous 
noterons a% le point de ^(A) correspondant. Le corps residuel en ce point est 

(Jf(al),\.\) = (K a ,\.\ a!E ). 

Remarque 3.1.1. — Pour e > 1, l'application |.|^ ne definit plus une norme, 
car elle ne satisfait plus Pinegalite triangulaire. 

Comme precedemment, lorsque nous faisons tendre e vers 0, nous retrouvons 
la valeur absolue triviale. Nous noterons done 



Adoptons quelques notations supplementaires. Nous noterons Ej = Max(^4) 
l'ensemble des ideaux maximaux de A et Eqq l'ensemble des plongements du 
corps K dans le corps C, a conjugaison pres. Designons par r± le nombre de 
plongements reels de K et par 2r 2 son nombre de plongements complexes non 
reels. Nous avons alors 

tt (Soo) =n + r 2 . 

Rappelons que Ton a l'egalite r\ + 2r 2 = [K : Q]. 
Pour finir, nous notons E = Ej U E^ et posons 



1(a) 



+oo si a € Ej ; 
1 si a <G Eqo. 



Proposition 3.1.2 (formule du produit). — Pour tout element non nul f 
de K, nous avons l'egalite 

n \f\7 = i. 

o-GE 

Theoreme 3.1.3 (Ostrowski). — L'ensemble ^ (A) est constitue exactement 
des points decrits precedemment. 

Demonstration. — Soit b un point de l'espace ^(A). Notons 

p b = {feA\ |/(6)|=0}. 
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C'est un ideal premier de l'anneau A. Puisque l'anneau A est un anneau de 
Dedekind, Pideal pb est soit Pideal nul, soit un ideal maximal. 

Supposons, tout d'abord, que pb est un ideal maximal m de A. Dans ce cas, 
la semi-norme multiplicative associee au point b induit une valeur absolue 
sur le quotient A/m. Or, ce quotient est un corps fini. II ne peut done etre muni 
que de la valeur absolue triviale. On en deduit que le point b n'est autre que le 
point a m . 

Supposons, maintenant, que pb est Pdeal nul. Dans ce cas, la semi-norme 
multiplicative |.|& associee au point b est une valeur absolue sur l'anneau A. La 
version habituelle du theoreme d'Ostrowski entraine alors le resultat. □ 



La description explicite des points nous permet de decrire, de fagon tout aussi 
explicite, la topologie de Pespace ^(A). 

Lemme 3.1.4. — Soit a G S. L 'application 

a . . [(M(a)] - Jt{A) 
a ' e i— > a% 

induit un homeomorphisme sur son image. 

Demonstration. — Par definition de la topologie de ^(A), pour montrer que 
Papplication a a est continue, il suffit de montrer que, quel que soit / G A, 
P application composee 

[0,Z(<t)] -> Jt(A) -> R+ 
£ ^ a% ^ = 

est continue. Ce resultat est immediat. Puisque Pespace [0, 1(a)] est compact et 
que Pespace ^({A) est separe, Papplication a a induit un homeomorphisme sur 
son image. □ 

Definition 3.1.5. — Soit a £ S. Nous appellerons branche a-adique Vimage 
de I 'application precedente et la noterons ^(A) a . Nous appellerons branche 
(j-adique ouverte, et noterons ^{A)' a , la branche a-adique privee des points 
associes a une valeur absolue triviale. Nous dterons done deux points si a £ Sy, 
mais un seul point si a € . Signalons que ces branches ouvertes sont les tra- 
jectoires du flot, au sens du numero 1.3. Precisement, quel que soit e S ]0, Z(<r)] 
tel que a% G ^(A)' a , nous avons 



Tjz {A) (al)~Jf{A)' a . 
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Nous appellerons branche cx-adique semi-ouverte, et noterons ^(A)", la 
branche a-adique privee du point associe a la valeur absolue triviale sur A. 
Cette definition coincide avec la precedente dans le cas des elements de £00 . 

Nous appellerons point central de ^/K{A) le point clq. Nous appellerons point 
extreme de ^(A) tout point de la forme a m , ou m est un element deT,f. Enfin, 
nous appellerons point interne de ^{A) tout autre point. En particulier, quel 
que soit a G Sqo, le point a a = a\ est un point interne. 

Ann de decrire plus precisement la topologie de l'espace ..#(>!), nous aurons 
besoin de quelques resultats de theorie des nombres. 

Lemme 3.1.6. — Soit m G £/. Alors il existe un element f de A qui verifie 
les proprietes suivantes : 

i) |/|m < i ; 

»JVm'€S / \{m} ) |/U = 1- 

Demonstration. — Notons P le point de Spec(A) associe a l'ideal maximal m. 
Puisque le groupe de Picard de Spec(A) est fini, il existe N £ N* tel que le 
diviseur N[P] soit principal. Tout element f de A dont N[P] est le diviseur 
convient. □ 

Lemme 3.1.7. — Supposons que le corps K ne soit ni Q, ni un corps quadra- 
tique imaginaire. Alors, quel que soit a G S, il existe un element f de A qui 
verifie les conditions suivantes : 

i) I/U<1; 

ii) Va'eE/VM, 1/1^ = 1; 
in) W G EooVM, \f\ a > > 1. 

Demonstration. — Notons o~i, . . . , a ri , avec n G N, les plongements reels du 
corps K et a ri+ ±, . . . , a ri+r2 , avec r^ G N, ses plongements complexes non reels 
a conjugaison pres. Par hypothese, nous avons r\ + r^ > 2. Rappelons que, 
d'apres le theoreme des unites de Dirichlet, le morphisme de groupes L qui a 
toute unite / G A x associe Pelement 

(log(|<7i0)|), • • • ,log(|<T ri (5)|),21og(|a ri +i(g)|),... ,21og(|cr ri+r . 2 (c?)|)) 

de R ri + r2 a pour image un reseau de l'hyperplan H de R ri+r2 defini par 
l'equation 

H : x\ H h x ri+r2 = 0. 
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Supposons, tout d'abord, que a G £oo. II existe alors i G [l^i+r^] tel 
que o = (Ji. Considerons le quadrant de R ri+T-2 deflni par 

Q = {{xx, x ri+r2 ) G R ri+ra | Xi < 0, Vj + i, x,j > 0}. 

Le resultat rappele ci-dessus assure qu'il existe une unite / G A x telle que 

L(f) G Q. 

Nous avons alors < 1, quel que soit j ^ i, |/| CT . > 1 et, quel que soit mGSj, 

l/U = i- 

D'apres le lemme 3.1.6, il existe un element f de A qui verifie |/j m < 1 et, 
pour tout element m de Sj \ {m}, |/| m / = 1. La formule du produit assure alors 
que 

ri ri+r 2 

u\f\*< n i/i^>i- 

i=l i=ri+l 

Notons = (yi, • • • ,y r i+r 2 ) ^ -R ri+r2 . Nous avons alors 

5 = Vi > 0- 

i=l 

Soit e > tel que S > (ri + r2 — Posons 

= ( - 2/i + £•,--■ , -y ri +r 2 -i + e, -y ri +r 2 + S - (n + r 2 - l)e) £ H. 

Nous avons L(f) + zq E (R^j_) ri+r2 . Par consequent, il existe un voisinage ou- 
vert U de zq dans H de volume v strictement positif tel que 

L(f) + Uc (R;) ri+ra . 

Soit n G N* tel nv soit strictement plus grand que le volume d'une maille du 
reseau L(A X ). La partie 

nL(f) + nUc (R* + ) n+r2 

contient alors un element z du reseau L(A X ). II existe g G A x tel que L(g) = z. 
Posons h = f n g. Nous avons toujours \h\ m < 1 et, quel que soit m' G S/ \ {m}, 
\h\ m > = 1. En outre, nous avons 

L(h) G (K* + ) ri+r \ 

autrement dit, quel que soit i G + r^J, \h\ ai > 1. □ 

Lemme 3.1.8. — Supposons que le corps K soit Q ou un corps quadratique 
imaginaire. Dans ce cas, Eqo est reduit a un element que nous noterons 0*00. 
Alors, pour tout element m de T,f, il existe un element f de A qui verifie les 
conditions suivantes : 
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*; l/|m<i; 
H) l/L» > 1 ; 

in) Vm'eS^jm}, |/U = 1. 

Demonstration. — D'apres le lemme 3.1.6, il existe un element / de A verifiant 
|/| m < 1 et, pour tout element m' de T>j \ {m}, |/| m / = 1. La formule du produit 
(c/. proposition 3.1.2) assure alors que \f\ aao > 1- □ 

Corollaire 3.1.9. — Soit a G £. L'ensemble 

^(A)» = {a%,ee]0,l{<T)]} 

est un ouvert de I'espace ^(A). 

Ce corollaire joint au lemme 3.1.4 per met de deer ire la topologie au voisinage 
de tout point de I'espace ^K{A) different du point central. Interessons-nous, a 
present, a ce dernier. 

Lemme 3.1.10. — Soit V un voisinage du point ao dans ^{A). II existe 
un sous-ensemble fini £y de E tel que, pour tout element a de £ \ Ey, la 
branche ^(A) a soit contenue dans V. 

Demonstration. — Par definition de la topologie, il existe r E N, fx, . . . , f r G A, 
s\, . . . ,s r ,t\, . . . ,t r G R tels que la partie 

W= p| {bG^(A)\s i <\f i (b)\<t l } 

l<i<r 

soit un voisinage du point ao dans V. 

Soit i G [1, r]. Supposons, tout d'abord, que fi = 0. Nous avons alors 
/i(oo) = et done S{ < et ti > 0. Posons Ej = 0. Nous avons alors 

{b G J£(A) | Sl < 17,(6)1 < U) = JZ{A) = J ^(A) a . 

Supposons, a present, que /j / 0. Nous avons alors |/j(ao)| = 1 et done < 1 
et U > 1. Posons 

Sj = {mG E/l/i GmjUEoo. 
C'est un sous-ensemble fini de E qui verifie 

{b G M{A) | s< < \fi(b)\ < t{} D (J 

Le sous-ensemble fini Ey = Ui<i< r ^* sa tisfait alors la condition voulue. □ 
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Lemme 3.1.11. — Notons Yq Vensemble des parties de ^K(A) qui verifient les 
proprietes suivantes : pour tout element V de Yq, il existe un sous-ensemble 
fini £y de £ et, pour tout element a de £y, il existe un element e a de ]0,Z(ct)] 
tels que 

V= |J [ao,atr[ U |J Jt{A) a . 

L 'ensemble Yq est un systeme fondamental de voisinages ouverts du point oo 
dans ^f(A). 

Demonstration. — Le fait que les elements de Yq soient des ouverts de ^(A) 
decoule des lemmes 3.1.7 et 3.1.8. II nous suffit done de montrer que tout voisi- 
nage du point central oq contient un element de Yq. 

Soit U un voisinage du point oq dans ^(A). D'apres le lemme precedent, il 
existe un sous-ensemble fini Tijj de £ tel que, pour tout element a de £ \ 
la branche ^(A) a soit contenue dans U. Pour tout element a de 'Ejj, la partie 
U n ./$(A) a est un voisinage du point oq dans ^(A) a . Le lemme 3.1.4 assure 
alors qu'il existe un element e a de ]0, 1(a)] tel que la partie Un^(A) a contienne 
[ao, a £ a " [. On en deduit que le voisinage U du point central oq contient l'element 
de Yq defini par 

|J [a ,a^[U |J Jt{A) a . 

crGSo cr^Eo 

□ 

Regroupons, finalement, les resultats obtenus. 
Corollaire 3.1.12. — Considerons I'espace topologique 

P= \J]0,l(*)]. 

Notons P = PU {oo} son compactifie dAlexandrov. L 'application 

P -> J? (A) 

Ea € ]0,l(a)] i-» a%° 

se prolonge en un homeomorphime 

P ^ J£(A) 

qui envoie le point oo de P sur le point central oq de ^K(A). 

Remarquons qu'a partir de la description de la topologie que nous venons 
de donner, on redemontre facilement la compacite de I'espace ^(A). D'autres 
proprietes sont verifiees. Nous les resumons dans le theoreme suivant. 
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^T(Z) 




+00 



Fig. 1. Un voisinage du point central ao- 



Theoreme 3.1.13. — L'espace ^(A) est compact, connexe par arcs et loca- 
lement connexe par arcs. 

Remarquons que nous pouvons declare facilement les parties connexes de l'es- 
pace ^f(A). Deux cas se presentent. Si une partie connexe de ^(A) evite le 
point central 00, alors elle est contenue dans l'une des branches et est done 
homeomorphe a un intervalle. Si une partie connexe de ^(A) contient le point 
central ao, alors sa trace sur toute branche est une partie connexe, et done 
homeomorphe a un intervalle, contenant le point ao- On en deduit le resultat 
suivant. 

Proposition 3.1.14. — Une intersection de parties connexes de ^(A) est 
connexe. 

Indiquons pour finir un resultat concernant les morphismes de changement 
de base. 
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Theoreme 3.1.15. — Soit K' une extension finie de K. Notons A' Vanneau 
des entiers de K' . Alors le morphisme 

induit par I'injection A — > A 1 est continu, ouvert, propre, surjectif et a fibres 
finies. 

3.1.2. Faisceau structural 

Nous allons decrire les sections du faisceau structural G sur plusieurs types 
d'ouverts connexes de ^(A). Auparavant, il est utile de calculer explicitement 
la norme uniforme sur certains compacts et le complete pour cette norme de 
l'anneau des fractions rationnelles sans poles au voisinage du compact. 

3.1.2.1. Parties compactes 

Nous allons decrire ici toutes les parties compactes, connexes et non vides 
de ^f(A). Soit L une telle partie. Nous allons distinguer plusieurs cas. 

1. II existe a € Soo tel que L soit contenue dans la branche u-adique de ^(A). 

(a) La partie L evite le point central do- 

Dans ce cas, il existe u, v € ]0, 1], avec u < v , tels que 

L = K,al} = {al,u<e<v}. 

Les fonctions rationnelles definies au voisinage de ce compact sont 
J(f(L) = K et la norme uniforme est ||.||l = max(|.|", l-l^)- On en 
deduit que 3${L) ~ K a . Attirons l'attention du lecteur sur le fait que 
Pisomorphisme precedent est un isomorphisme de corps topologiques 
mais pas de corps normes (sauf dans le cas ou u = v ) ! 

(b) La partie L contient le point central ao- 
II existe alors v G [0, 1] tel que 

L = [a ,<]. 

Les fonctions rationnelles definies au voisinage de ce compact sont 
J(f(L) = K et la norme uniforme est ||.||l = max(|.|o, O n en 
deduit que 38 (L) ~ K. 

2. II existe m € Sj tel que L soit contenue dans la branche m-adique de ^(A). 
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(a) La partie L evite le point central ao et le point extreme a m . 
II existe alors u, v G ]0, +00 [, avec u < v, tels que 

L =[<,<]. 

Nous avons X{L) = K, \\.\\ L = max(|.|", |.|^) et ^(L) ~ K w . 

(b) La partie L evite le point central ao et contient le point extreme a m . 
II existe alors u G ]0, +00] tel que 

L = a m ] . 

Dans ce cas, les elements de K peuvent avoir un pole au point a m et 
nous avons done JtT(L) = A m , ||.||^ = et £§{L) ~ A m . 

(c) La partie L contient le point central ao et evite le point extreme a m . 
II existe alors v G [0, +00 [ tel que 

L = [a ,a l m ]. 

Nous avons X{L) = K, \\.\\ L = max(j.| , |.|&) et 3§{L) ~ K. 

(d) La partie L contient le point central ao et le point extreme a m . 
Dans ce cas, la partie L est la branche m-adique tout entiere : 

L = Jt{A) m . 

Nous avons J(f(L) = A m , = |-|o et 3&(L) ~ A m . 

3. La partie L n'est contenue dans aucune branche de ^(A). 

D'apres le raisonnement precedant la proposition 3.1.14, quel que soit 
a G E, il existe v a G [0, 1(a)] tel que 

L= \J[ao,al"]. 

o-es 

Notons E' = {m G £/ | v a = l(cr)}. Nous avons alors 

x(l) = pi = pi 4^ 

o-GS mGE' 
La norme uniforme sur cet anneau est 

ll-lli =max(||.|| Ltr ) = max (max(|.|^), |.| J 

et nous avons done 

= = pi a w . 



100 



CHAPITRE 3. ESPACE AFFINE SUR UN CORPS DE NOMBRES 



Nous venons de decrire toutes les parties compactes et connexes de l'es- 
pace ^(A). Nous allons montrer qu'elles sont pro-rationnelles, au sens de la 
definition 1.2.8. 

Proposition 3.1.16. — Toute partie compacte et connexe L de I'espace ^(A) 
est pro-rationnelle et done spectralement convexe. En particulier, le morphisme 
naturel 

induit un homeomorphisme entre les espaces jft{38{Uj) et L. 

Demonstration. — Commengons par demontrer le resultat pour certaines par- 
ties compactes simples. Soient a € S et e G ]0,/(cr)[. Considerons le compact 

L = jZ{A)\]a%,4% 

Supposons, tout d'abord, que a € S/ ou que a € Soo et que le corps K n'est 
ni Q, ni un corps quadratique imaginaire. D'apres le lemme 3.1.7, il existe alors 
un element / de A qui verifie les conditions suivantes : 

i) l/U<i; 

n) W ± a, \f\ a , > 1. 
Nous avons alors 

{be^(A)\\f(b)\>\f\%} = L. 

Le compact L est rationnel. 

Supposons, a present, que le corps K est soit Q, soit un corps quadratique 
imaginaire et que a = Uoo. D'apres le lemme 3.1.8, il existe alors un element / 
de A qui verifie les conditions suivantes : 

*; l/Uoo > i; 

ii) W + a, \f\ a , < 1. 
Nous avons alors 

{be^(A)\\f(b)\<\f\lJ=L. 

De nouveau, le compact L est done rationnel. 
Considerons, a present, le compact 

M=[a%,af\ 

En utilisant la meme fonction / que precedemment, nous pouvons ecrire, dans 
le premier cas, 

{bG^(A)\\f(b)\<\f\l}=M, 
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et, dans le second, 

{beJZ{A)\\f{b)\>\f\%J=M. 

Le compact M est done rationnel. 

Puisque toutes les parties compactes et connexes de ^K(A) s'obtiennent comme 
intersection de compacts de Pun des deux types precedents, la premiere partie du 
resultat est demontree. Nous deduisons la seconde partie du theoreme 1.2.11. □ 

3.1.2.2. Parties ouvertes 

Pour determiner les sections globales sur les ouverts de la base, il suffit a 
present de recoller les completes precedents. Introduisons tout d'abord une no- 
tation. 

Definition 3.1.17. — Pour tout sous- ensemble £q de £, nous posons 



A 



1 



a £ A, b £ A* , 3m S S/fl S ,6 G m| 



So. 

Remarque 3.1.18. — Supposons que l'ensemble So precedent est fini. Le lo- 
calise A[l/Eo] possede alors une expression plus simple. Nous pouvons alors, 
en effet, considerer le diviseur S mg s /n s ( m ) sur Spec(^4). Puisque le groupe de 
Picard de Spec(A) est fini, ce diviseur est de torsion. II existe done n G N* et 
/ G A tels que 

n £ (m) = (/). 
mes^nSo 

Nous avons done 

ii . rr 

7. 



A 



A 



Soit U un ouvert connexe et non vide de ^(A). Comme precedemment, nous 
allons distinguer plusieurs cas. 

1. II existe a G tel que U soit contenu dans la branche a-adique de ^{A). 
Alors, il existe u, v G [0, 1], avec u < v, tels que 

U = ]a^,a v a [ ou ]a%,a a ]. 



Dans les deux cas, nous avons &(JJ) = K a . 
2. II existe m G tel que U soit contenu dans la branche m-adique de ^(A). 

(a) L'ouvert U evite le point extreme a m . 

Alors, il existe u,v G [0, +co], avec u < v, tels que 

U = K>m[- 
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e = 




Fig. 2. Anneaux de sections globales. 



Comme precedemment, nous avons £?(U) = K m . 
(b) L'ouvert U contient le point extreme a m . 
Alors, il existe u € [0, +oo[ tel que 

U = ]a^,a m ]. 
Dans ce cas, nous avons &{U) — ^4m- 



3. L'ouvert U n'est contenu dans aucune branche de ^K(A). 

Dans ce cas, c'est un voisinage du point central ao et il possede une 
ecriture de la forme 



U = JZ{A)\\ |J [a£,a£ 



Uk<[)u( u . 



oil So est un sous-ensemble fini de £ et, pour tout element a de So, u a est 
un element de ]0, Z(er)]. Nous avons alors 

a' 1 ' 



Nous pouvons, a present, decrire les anneaux locaux en les points de la base. 
Soit b un point de ^f(A). Nous allons, de nouveau, distinguer plusieurs cas. 
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1. II existe a £ £ tel que le point b est un point interne de la branche u-adique. 

Dans ce cas, nous avons 

2. II existe m G X/ tel que le point b est le point extreme a m . 

Dans ce cas, nous avons 

3. Le point b est le point central oq de ^$f(A). 

Nous avons alors 

Remarque 3.1.19. — La topologie de l'espace ^{A) laisse penser que c'est, 
en quelque sorte, un espace adelique. La connaissance du faisceau structural 
permet de preciser cette idee. Considerons le morphisme d'inclusion 

j : Jl{A) \ {a } -> JH{A). 

Le germe {j*&) aQ est isomorphe a l'anneau des adeles. 



Grace aux descriptions explicites que nous avons obtenues, il est desormais 
facile de montrer que les anneaux locaux de l'espace ^(A) qui sont des anneaux 
de valuation discrete - ce sont exactement les anneaux locaux en les points 
extremes - satisfont la condition (U), au sens de la definition 2.2.9. 

Lemme 3.1.20. — Soit m £ Sj. L'anneau de valuation discrete &a m satisfait 
la condition (U). 

Demonstration. — Considerons l'uniformisante 7r m de l'anneau de valuation 
discrete &a m = An- Elle est definie sur l'ouvert V = ]ao,a m ]. L'ensemble 

W = {[a E m ,a m ], e>0} 

est un systeme fondamental de voisinages compacts du point b dans V. 

Soit e > 0. Posons W = [a^, a m ]. Les descriptions precedentes montrent que 
nous avons 

®(W) = A m 

et 

V/eim, \\f\\w = \f\ £ m - 
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Soit / un element de 3S{W) tel que f(a m ) = 0. Cela signifie que / est divisible 
par 7r m dans &a m , c'est-a-dire dans A m , et done dans 3S{W). II existe done un 
element g de A m tel que / = ir m g. En outre, nous avons 

\\f\\w = |/|m = kmlmblm = Krolm \\g\\w ■ 

Par consequent, l'uniformisante 7r m verifie la condition Un/. On en deduit le 
resultat attendu. □ 



Les resultats qui precedent permettent egalement de decrire explicitement les 
anneaux de fonctions definies au voisinages des parties compactes de ^(A). 
Nous obtenons en particulier le resultat suivant. 

Proposition 3.1.21. — SoitV une partie compacte et connexe de I'espace ^(A) 
qui n'est pas reduite a un point extreme. Alors le morphisme naturel 

X{V) 0(V) 

se prolonge en un isomorphisme 

mty) ^ G{y). 

En particulier, pour tout point b de I'espace ^(A) qui n'est pas extreme, le 
morphisme naturel 

G h -» Jf(b) 

est un isomorphisme. 

De la description explicite des anneaux locaux decoule un autre fait impor- 
tant, qui permet de ramener l'etude de n'importe quel point rationnel d'une 
fibre d'un espace analytique affine au-dessus de stf a celle du point de cette 
meme fibre. 

Lemme 3.1.22. — Soit b un point de I'espace ^(A). Le morphisme naturel 
est surjectif. 

Soient n un entier, A^' an I'espace analytique de dimension n au-dessus de A et 
ir : A^' an — ► ^(A) le morphisme naturel de projection. Soit x un point rationnel 
de la fibre 7r _1 (6). // existe un voisinage ouvert U du point b dans ^{A) et un 
automorphisme tp de it~ l {U) qui fait commuter le diagramme 

v-\U) £ ix~ l {U) 



u 
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et envoie le point x de la fibre it 1 (b) sur le point de cette meme fibre. 

Demonstration. — La premiere partie du resultat provient de la description 
explicite des anneaux locaux et des corps residuels completes. 

Passons a la deuxieme partie. II existe des elements cv\, . . . , a n de 3H?(b) tels 
que le point x de la fibre 7r _1 (6) soit defini par les equations 

(Ti-ai)(6) = ••• = (T n - a„)(6) = 0. 

D'apres la premiere partie, pour tout element i de [l,n], il existe un element fa 
de &b dont l'image dans le corps residuel complete Jf?(b) est egal a Oij. Choi- 
sissons un voisinage ouvert U du point b dans ^({A) sur lequel les fonctions 
/3 n sont definies. Nous pouvons alors choisir comme automorphisme la 
translation de vecteur (/?]_, . . . , f3 n ) au-dessus de 7r _1 ([/). □ 

3.1.2.3. Bord de Shilov 

Commencer par rappeler la notion de bord de Shilov et celles qui lui sont 
liees. 

Definition 3.1.23. — Soit ', ||.||) un anneau de Banach. Nous dirons qu'une 
partie fermee T de ^{s# ', ||.||) est un bord analytique de l'anneau norme 

{st , 11-11) si elle verifie la condition suivante : 

V/G^, = ll/llr- 

Nous appellerons bord de Shilov de V anneau de Banach (M ', ||.||) le plus petit 
bord, pour la relation d'inclusion, de l'anneau de Banach ||.||), s'il existe. 

Soient n un nombre entier positif et V une partie compacte et spectralement 
convexe de Vespace analytique A^ an . Par definition (ci. 1.2.12), le morphisme 
naturel 

induit un homeomorphisme entre les espaces ^ {38{V)) et V . Nous appellerons 
bord analytique (respectivement bord de Shilov) du compact V l'image 
par cet homeomorphisme d'un bord analytique (respectivement du bord de Shilov, 
s'il existe) de l'anneau de Banach (£S(V), ||.||v). 

Remarque 3.1.24. — Le lemme de Zorn assure que tout anneau de Banach 
possede un bord analytique minimal. 

Signalons qu'A. Escassut et N. Ma'inetti ont prouve l'existence du bord de 
Shilov dans de nombreux cas (c/. [10], theoreme C). 
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Theoreme 3.1.25 (Escassut, Mafnetti). — Soit (k,\.\) un corps value et 
complet dont la valuation n'est pas triviale. Soit une k-algebre de Banach 
munie d'une norme d'algebre \\.\\ qui induit la valeur absolve |.j sur k. Alors 
I'algebre ||.||) possede un bord de Shilov. 

Interessons-nous, a present, au bord de Shilov des parties compactes et con- 
nexes de l'espace ^(A). Cela a un sens puisque ces parties sont pro-rationnelles 
(c/. proposition 3.1.16) et done spectralement convexes (c/. theoreme 1.2.11). En 
reprenant les resultats des paragraphes 3.1.2.1 et 3.1.2.2, l'on montre simplement 
que les parties compactes et connexes de ^(A) possedent un bord de Shilov. 
Nous pouvons en donner une description explicite. 

1. Pour tout element m de et tous elements u et v de R+ verifiant 
l'inegalite u < v, la partie compacte [a^, a^J possede un bord de Shilov 
egal a l'ensemble {a^, a^}. 

2. Pour tout element m de Sj- et tout element u de R+, la partie compacte 
[o^j flm] possede un bord de Shilov egal au singleton {a^l- 

3. Pour tout element m de Sj, la partie compacte {d m } possede un bord de 
Shilov egal au singleton {o m }. 

4. Pour tout element a de T,^ et tous elements u et v de [0, 1] verifiant 
l'inegalite u < v , la partie compacte [a^, a^J possede un bord de Shilov 
egal a l'ensemble {a^,a^}. 

5. Lorsque la partie compacte et connexe n'est pas contenue dans une branche, 
le resultat est plus difficile a etablir. Les lemmes 3.1.7 et 3.1.8 permettent 
cependant d'y parvenir rapidement. Soit L une partie compacte et connexe 

de B qui n'est pas contenue dans une branche. Alors, il existe un element ( - y (7 ) (Te s 
de n o -GE[0^( <T )] tel que l'on ait Pegalite 

Posons 

So = W ^ | < v a < +oo}. 

Alors, la partie compacte L de B possede un bord de Shilov egal a l'en- 
semble 

(J K'}U (J {a?}. 
Ces descriptions explicites permettent d'obtenir le resultat suivant. 
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Proposition 3.1.26. — Soit V une partie compacte et connexe de I'espace B. 
Cette partie possede un bord de Shilov Ty. C'est un ensemble fini. 

En outre, pour tout point 7 de Ty, il existe un element f de J(f(V) verifiant 
la propriete suivante : 

|/(7)| = \\f\\v etVbeV\{~f}, < 

Si la partie compacte et connexe V n'est pas reduite a un point extreme, alors, 
en tout point 7 de Ty, I'anneau local &^ est un corps. 

Introduisons une nouvelle definition. 
Definition 3.1.27. — Soient ||.||) un anneau de Banach et n un nombre 
entier positif. Posons X = A™^^ ^ et notons &x faisceau structural sur cet 
espace. Nous dirons qu'une partie S de I'espace analytique X est algebriquement 
triviale si, pour tout point x de S, V anneau local &x,x e st un corps. 
Corollaire 3.1.28. — Tout point de I'espace ^(A) possede un systeme fonda- 
mental de voisinages compacts et connexes dont le bord de Shilov est une partie 
finie et algebriquement triviale. 
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3.2. Faisceau structural sur l'espace affine 

Dans la suite de ce chapitre, nous fixons un entier positif n. Nous posons 

B = JZ{A) et X = A"' an . 

Les faisceaux structuraux sur ces espaces seront respectivement notes Gb et &x ■ 
Lorsqu'aucune confusion ne peut en decouler, nous les noterons simplement G . 
Nous noterons encore 

ir : X — > B 

le morphisme de projection induit par le morphisme naturel A — ► A[Ti, . . . , T n ]. 
Pour toute partie V de B, nous posons 

X v =ir- 1 (V) 

et, pour tout point b de B, 

X b = 7T-\b). 

Introduisons encore quelques elements de terminologie pour l'espace affine de 
dimension n au-dessus de ^(A), dans la lignee de la definition 3.1.5. 
Definition 3.2.1. — Pour a € X, nous appellerons partie cr-adique de X 
(respectivement partie cr-adique ouverte de X, partie cr-adique semi-ou- 
verte de X), et noterons X a (respectivement X' a , X"), I'image reciproque par la 
projection n de la branche a-adique (respectivement branche a-adique ouverte, 
branche a-adique semi-ouverte) de ^(A). 

Nous appellerons fibre centrale de X, et noterons Xq, la fibre de tt au- 
dessus du point central de (A) . Nous appellerons fibre extreme de X toute 
fibre de tt au-dessus d'un point extreme de ^(A). Pour m € £/, nous noterons 
X m = vr _1 (a m ). Finalement, nous appellerons fibre interne de X toute fibre 
de tt au-dessus d'un point interne de ^(A). Nous appellerons point interne 
de X tout point d'une telle fibre. 

3.2.1. Anneaux locaux 

Au theoreme 2.4.8, nous avons decrit les anneaux locaux en les points deployes 
en fonction d'anneaux de sections sur la base. Grace aux resultats etablis a la 
section precedente, nous pouvons preciser cette description dans le cas ou la base 
est le spectre d'un anneau d'entiers de corps de nombres. Soit b un point de B. 
Soient a±, ... ,a n des elements de ffs,b- Soient / une partie de [l,n] et (r,)^/ 
une famille de R?j_ dont I'image dans l'espace vectoriel Q ®z (R-+/|^(b)*|) est 
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libre. Notons J = [1, nj \I et, pour i £ J, posons = 0. Notons x l'unique 
point de la fibre Xb qui verifie 

Viell,n],\(T i -a i )(x)\=ri. 

Notons 

S = {( Sl ,...,s n ) gr; I Vie I, Si e]0,n[, Vi e J, s< = 0} 

et 

T = {(ti,...,t n ) E R™, | Vi E /, ti > r i? Vi eJ,U> 0}. 

Proposition 3.2.2. — Supposons que le point b est un point interne de I'es- 
pace B. II existe un element a de S et un nombre reel e > tels que b = a e a . 
Notons Li I'anneau compose des series a coefficients dans K a de la forme 

J2 a k (T- a ) k 
fceZ' 1 

qui verifient la condition suivante : il existe des elements s de S et t de T tels 
que la famille 

\a k \ £ (T max(s k ,t k ) 



fceZ" 

est sommable. Une telle famille verifie en particulier la condition suivante : pour 
tout element i de J et tout element k de Z n verifiant ki < 0, nous avons a k = 0. 
Le morphisme naturel A[T] — > 0x,x induit un isomorphisme 

Li ^ ff x ,x- 

Demonstration. — Nous supposerons que le nombre reel e appartient a l'inter- 
valle ]0, l(cr)[. Le cas ou e = 1(a), et done a E Sqo, ne presente pas de difficulte 
supplementaire et nous ne le traiterons pas. 
La famille 

y = ( V a,/3 = i a a' a a])o<a<s<l3<l(a) 

est un systeme fondamental de voisinages du point a e a dans B. En outre, quel 
que soient les nombres reels a et (3 verifiant 0<a<e<(3< 1(a), nous avons 

(a(V a ,p),\\.\\v a , p )= (x CT ,max(|.|°,|.|^ 
D'apres le theoreme 2.4.8, le morphisme £^[T] — > 6x,x induit un isomorphisme 
lim SS(V)(s < \T - a\ < t) ^ & x , x , 

V,s,t 

ou V parcourt la famille Y, s l'ensemble S et t l'ensemble T. Soient a, (3 E R 
verifiant 0<a<e<(3< 1(a), s E S et t E T. Soit / un element de I'anneau 
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^(V a ^)(s < \T — a\ < t). II existe alors une famille (ak)kez n d'elements de K a 
telle que 

la famille ( max(|afc|", |afc|^) max(s fc , t fc ) J est sommable 



fcez n 

et telle que Ton ait l'egalite 

kez n 

Pour conclure, il reste a constater que l'ensemble des families (afc)fcez n d'elements 
de K a pour lesquelles il existe des elements s de S et t de T tels que 

la famille ( max(|afc|", |afc|£) max(s fc , t k ) ) est sommable 

est identique a l'ensemble des families (ak)kez n d'elements de K a pour lesquelles 
il existe des elements s de S et t de T tels que 

la famille ( lafcll max(s fc , t k ) ) est sommable. 
\ /fceZ" 

□ 

Remarque 3.2.3. — Supposons que le point b est un point interne de l'es- 
pace B. La description explicite que nous venons d'obtenir montre que le mor- 
phisme naturel 



L b ,X 

est un isomorphisme. Ce resultat vaut, en fait, pour tous les points des fibres 
internes, ainsi que nous le demontrerons plus tard (c/. proposition 3.4.6). 

Proposition 3.2.4. — Supposons que le point b est un point extreme de Ves- 
pace B. II existe un element m deTif tel que b = a m . Notons L e I'anneau compose 
des series a coefficients dans A m de la forme 

a k (T - «) fc 

kez n 

qui verifient la condition suivante : il existe des elements e de R^j_, s de S et t 
de T tels que la famille 

(|a fc |^max(s fc ,t fc )) 

est sommable. Une telle famille verifie en particulier la condition suivante : pour 
tout element i de J et tout element k de Z n verifiant ki < 0, nous avons afc = 0. 
Le morphisme naturel A[T] — > &x,x induit un isomorphisme 
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Demonstration. — La famille 

r = (V e = [a e m ,a m ])e>o 

est un systeme fondamental de voisinages du point d m dans B. En outre, pour 
tout element e de R+, nous avons 

mVe)A\.\W e )= (im,l4)- 
D'apres le theoreme 2.4.8, le morphisme =g/[T] — > induit un isomorphisme 
lim ^(V)(s < \T - a\ < t) ^ & x ,x, 

V,s,t 

oil V parcourt la famille "V , s l'ensemble S et t l'ensemble T. On en deduit le 
resultat annonce. □ 

Corollaire 3.2.5. — Supposons qu'il existe un element m de Hj tel que le 
point b — CL\xi et que I — 0. Le point x est o,lors un point rationnel de la fibre 
extreme X m . Le morphisme naturel A[T] — > &x,x induit un isomorphisme 

A m {T - a] ^> G x , x . 

Demonstration. — Reprenons les notations de la proposition precedente. Nous 
souhaitons montrer que l'anneau L e n'est autre que l'anneau ^Imp" 1 — <*]. Tout 
d'abord, puisque / est vide, nous disposons de l'inclusion 

L e cA m lT-al 

Reciproquement, soit 

/= «A=(T-a) fc 
kez n 

un element de ^4 m [T— a]. Soient e > et ti, . . . , t n G ]0, 1[. Le n-uplet (t±, . . . , t n ) 
appartient a T. Puisque / est vide, l'ensemble S est reduit au n-uplet nul. Re- 
marquons finalement que, pour tout element k de N n , nous avons |afc|^ < 1. 
On en deduit que la famille 




est sommable et done que l'element / appartient a L e . □ 

Dans le cas de la droite, nous pouvons simplifier la description. Pour traiter 
ce cas, nous supposerons que n = 1 et supprimerons les indices des notations. 
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Corollaire 3.2.6. — Supposons que n = 1, que r < 1 et que le point b est 
un point extreme de Vespace B. II existe un element m de £/ tel que b = a m . 
Notons lip l'anneau compose des series d coefficients dans A m de la forme 

J>* ( T -«)" 
fcez 

telles que le rayon de convergence de la serie 

k<0 

soit strictement superieur a 1. C'est un anneau de valuation discrete d'ideal 
maximal (7r m ) et de corps residuel k m ((T)). Le morphisme naturel A[T] — > &x,x 
induit des isomorphismes 




et 

~k m ((T)) ^ k(x) ^ J?(x). 

Demonstration. — Commengons par nous interesser a l'anneau local &x,x- Nous 
savons qu'il est isomorphe a l'anneau compose des series a coefficients dans A m 
de la forme 

]Ta fc {T-a) k 
fcez 

qui verifient la condition suivante : il existe des elements e de R^_, s de ]0, r[ et t 
de }r, +oo[ tels que la famille 

(|o fc | e m max(s fc ,t fe )) fegz 

soit sommable. Cette condition est equivalente a la conjonction des deux condi- 
tions suivantes : 

a) il existe e > et t > r tel que la famille (\ak\ £ m t k )k>o est sommable ; 

b) il existe e > et s € ]0, r[ tel que la famille (|afc|m sfc )fc<o est sommable. 

La condition a) est toujours satisfaite. En effet, la suite (|afc| m )fc>o est bornee. Le 
rayon de convergence de la serie ^fc>o a k U k est done superieur a 1. On verifie 
ensuite sans peine que la condition b) est equivalente a celle de l'enonce du 
corollaire. 

Pour demontrer l'assertion finale, il suffit de remarquer que le corps k(x) ~ 
km((T)) est complet pour la valuation T-adique et done pour la valeur absolue 
associee au point x. On en deduit que le morphisme naturel 

k(x) -> Jf(x) 

est un isomorphisme. □ 
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Proposition 3.2.7. — Supposons que le point b est le point central ao de I'es- 
pace B. Notons L c Vanneau compose des series a coefficients dans K de la forme 

a k {T-oc) k 

kez n 

qui verifient les conditions suivantes : 

i) il existe un sous- ensemble fini So de E contenant T,^ tel que, quel que soit k 
dans Z™, V element a k appartient a A[1/T,q] ; 

ii) quel que soit a dans So, il existe des elements e de ]0, l(o~)[, s de S et t 
de T tels que la famille 

(\a k \ E a maat{s k ,t k )) 

est sommable. 

Une telle famille verifie en particulier la condition suivante : pour tout element i 
de J et tout element k de Z™ verifiant hi < 0, nous avons a k = 0. Pour i 
dans [1, nj, posons £j = 1, si ri > 1, et e, = —1, si rj < 1. La famille precedente 
verifie egalement la condition suivante : V ensemble 

{keZ n \\/ie [l,n], £ih > et a k } 

est fini. 

Le morphisme naturel A[T] — > &x,x induit un isomorphisme 

L c — ► Gx,x- 

Demonstration. — Soit So une partie finie de S qui contient Sqo. Soit (e CT )tTGS 
un element de Ilo-eSo]^' [• P° sons 

M = B\ \J]a%%a i y\ 

C'est un voisinage compact du point ao dans B et l'ensemble des parties construites 
de cette maniere est un systeme fondamental du point ao dans B. 
Nous avons 

m{M) = A 
et, pour tout element / de £${M), 

II/Hm = max(|/|^)- 

Nous deduisons alors le resultat attendu du theoreme 2.4.8. 

A l'aide de la formule du produit, l'on demontre que tout element non nul a 
de ^(M) satisfait l'inegalite > 1. Le resultat concernant la forme des 

series en decoule aussitot. □ 
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Dans le cas de la droite, nous pouvons simplifier la description. Pour traiter 
ce cas, nous supposerons que n = 1 et supprimerons les indices des notations. 
Nous adopterons les notations suivantes. Si / = X^fceN a k T k est une serie a 
coefficients dans K et a un element de E, nous noterons R a (f) le rayon de 
convergence de la serie X^fceN \ a k\a T k . 

Corollaire 3.2.8. — Supposons que n = 1 et que le point b est le point cen- 
tral ao de I 'espace B . Notons E I 'anneau compose des series a coefficients dans K 
de la forme 

/=£> (T-af 

qui verifient les conditions suivantes : 

i) il existe un element N de A* tel que, quel que soit k dans N, V element 
appartient a A[l/N] ; 

ii) quel que soit a dans S, nous avons R a (f) > 0. 

C'est un anneau de valuation discrete d'ideal maximal (T) et de corps residuel K. 
Si r = 0, le morphisme naturel A[T] — > &x,x induit un isomorphisme 

E ^ X ,x- 

Si r E ]0, 1[, le morphisme naturel A[T] — ► &x.x induit un isomorphisme 

1 

T — a 

L 'anneau local &xx est alors un corps henselien. 



Frac(E) = E 



Demonstration. — Supposons, tout d'abord, que r = 0. Reprenons les notations 
de la proposition precedente. Soit / = ^j. 6N a|, (T — a) k un element de L c . II 
existe un sous-ensemble fini So de £ contenant tel que, quel que soit k 
dans N, l'element appartient a ^4[l/So]. En utilisant la finitude du groupe 
des classes de l'anneau A, on montre qu'il existe un element N de A* tel que 

Soit a dans So- II existe des elements e de ]0, l(a)[ et t de T tels que la serie 

fceN 

converge. On en deduit que R a (f) > t 1 ' 5 > 0. 

Soit a G S \ So- Pour tout element k de N, nous avons \ai,\ a < 1. On en 
deduit que R a (f) > 1 > 0. Par consequent, l'element / appartient a E. 



' 1 " 




' 1 " 




= A 




[So. 




_iV_ 
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Reciproquement, soit / = X}fceN a fc (-^ ~~ a ) k un element de E. II existe un 
element N de A* tel que la serie / appartienne a A[l/iV][r]. Posons 

S = {m G E/ j iV G m} U E m . 

C'est une partie finie de E qui verifie 



.4 



" 1 " 




" 1 " 


= ,4 









Choisissons un element t > qui satisfait la condition suivante : 

W G So, t < R a {f). 
Alors, pour tout element a de So, la famille 

(|«fc|o- t k )k&i 

est sommable. On en deduit que l'element / appartient a L c . 

Le cas oil le nombre reel r appartient a l'intervalle ]0, 1[ se traite de la meme 
maniere. Remarquons que la proposition precedente assure deja que n'inter- 
viennent dans le developpement en serie d'un element de L c qu'un nombre fini 
de termes non nuls d'indice negatif. Montrons, a present, que le corps Frac(E') est 
henselien. D'apres [1], lemme 2.3.2 il suffit de montrer que l'anneau local E 
est henselien. La proposition 2.5.1 assure que tel est bien le cas. □ 

Remarque 3.2.9. — Soient N un element de A* et / = XlfceN a k (T — a) k une 
serie a coefficients dans A[l/iV]. Posons 

S = {m G E/ | N G m} U S^. 

C'est une partie finie de E. Pour tout element m de E \ So, la serie / est 
a coefficients dans A m et nous avons done R m (f) > 1. Par consequent, pour 
assurer que la serie / appartient a l'anneau E, il suffit de tester un nombre fini 
de conditions. 

Donnons, a present, un exemple d'application de ces descriptions explicites. 
Nous nous plagerons de nouveau dans le cadre de la droite et considererons le 
point x defini comme etant le point de la fibre centrale. Reprenons les notations 
du corollaire precedent. Nous identifierons l'anneau local &x,x avec l'anneau E. 
Nous noterons F son corps des fractions. Nous avons demontre que c'est un 
corps henselien. Observons que cette propriete permet de retrouver le theoreme 
d'Eisenstein. 

'^V. Berkovich enonce, en fait, ce resultat pour des corps supposes « quasi-complete ». La 
definition 2.3.1 montre que cette notion coincide avec celle de corps henselien. 
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Theoreme 3.2.10 (Eisenstein). — Tout element de K\T\ entier sur K[T] 
appartient a E. 

Demonstration. — Soit / un element de X[T] entier sur if[T"]. II est encore 
entier sur l'anneau local E. Par consequent, il existe un polynome P G E[U] 
unitaire qui annule /. Puisque l'anneau local E est factoriel, l'anneau E[U] Test 
egalement. II existe done un entier r, des polynomes Pi,...,P r a coefficients 
dans E, irreductibles et unitaires et des entiers m, . . . , n r tels que Ton ait l'egalite 

r 

P = Y[P^ dans E[U}. 

i=l 

Soit i G [1, r]. Puisque la caracteristique du corps F est nulle, le polynome Pi 
est separable. D'apres [2], proposition 2.4.1, la categorie des extensions separables 
finies du corps F est equivalente a celle des extensions separables finies de son 
complete F. On en deduit que le polynome Pi est encore irreductible dans F[U]. 

Remarquons, a present, que le corps F n'est autre que le corps des series de 
Laurent K((TJ). L'ecriture 

P = f[P« 

i=i 

est encore la decomposition du polynome P en produits de facteurs irreductibles 
et unitaires dans iT[T][J7]. Par consequent, il existe i G [1, r] tel que Pi = U — f. 
On en deduit que la serie / est un element de E. □ 

3.2.2. Anneaux de sections globales 

Dans cette partie, nous voulons decrire les anneaux de sections globales de cer- 
taines parties de l'espace affine X. Plus precisement, nous allons nous interesser 
aux disques et couronnes compacts au-dessus de parties compactes et connexes 
de l'espace B. 

Introduisons quelques notations. Pour une partie V de B et des n-uplets 
s = (si, . . . , s n ) et t = (ii, . . . , t n ) dans R™ , nous posons 

D v (t) = {x G X | tt(x) G V, Vi G [l,nj, \Ti(x)\ < tj, 

D v (t) = {x G X | tt(x) £V,Vie [l,n], \Ti{x)\ < U}, 

C v (s,t) = {x G X | tt(x) G V, Vi G [l,n], Si < \Ti{x)\ < U} 

et 

C v (s,t) = {x G X | ir(x) G V, Vi G [l,nj, s { < \Ti(x)\ < U}. 
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Toutes ces parties sont compactes, en vertu de la proposition 1.1.11. 

Definition 3.2.11. — Nous appellerons disque relatif de X toute partie de 
la forme Dy(t) ou Dy(t), ou V designe une partie de B ett un element de R™ . 

Nous appellerons couronne relative de X toute partie de la forme Cy(s,t) 
ou Cy(s,t), oil V designe une partie de B et s ett deux elements de R™ . 

Rappelons que, d'apres la definition 1.1.29 et les remarques qui la suivent, 
si K est une partie compacte de X, la notation ff(K) designe l'anneau des 
fonctions qui sont definies au voisinage de K. En particulier, si (k, |.|) est un 
corps ultrametrique complet et D le disque unite de A^' an , l'algebre 6(D) n'est 
pas l'algebre affmoi'de k{T}, mais l'algebre des series surconvergentes, constitute 
de l'ensemble des series de k{Tj dont le rayon de convergence est strictement 
superieur a 1. 

Commengons par enoncer un resultat topologique. C'est un cas particulier du 
lemme 2.4.1. 

Lemme 3.2.12. — Soient V une partie compacte de B ett un element de R™ . 
Tout voisinage du disque Dy(t) contient un disque de la forme Dy(t'), ou t' est 
un element de R+ qui verifie Vinegalite t' > t. 

Soit s un element de R" tel que s < t. Tout voisinage de la couronne Cy(s,t) 
contient une couronne de la forme Cy(s',t'), ou s' et t' sont deux elements 
de R™ qui verifient les inegalites s' -< s ett' > t. 

Consacrons-nous, a present, a l'etude des fonctions definies au voisinage de 
disques compacts. Nous commengons par montrer que ces fonctions admettent 
un developpement en serie. 

Proposition 3.2.13. — Soit V une partie compacte de B. Soit t G R™ . Alors 
le morphisme naturel 

ff(V)[T] 0(V)[T\ 
se prolonge en un morphisme injectif 

<Pv,f.0(D v (t))^0(V)lT}. 

Demonstration. — Soit / G & (Dy(t)). D'apres le lemme 3.2.12, il existe un 
polyrayon r > t telle que la fonction / soit definie sur Dy(r). 

Soit b un point de V. La fonction / est definie au voisinage du point de 
la fibre Xf,. D'apres le theoreme 2.4.8, il existe un voisinage compact V b du 
point b dans B et un nombre reel r^ > tels qu'au voisinage de la partie 
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compacte Dyb(rf,) de X, la fonction / possede une expression de la forme 

fceN™ 

oil, quel que soit k G N n , a k G £%(V b ). 

En identifiant localement les differents developpements en serie, on montre 
que, quel que soit k G N n , l'element a k appartient a ff(V). Nous avons done 
construit un morphisme 

ipv,t'0(pv{t))^0{V)[T\ 

qui coincide avec le morphisme naturel @{V)[T] -> ^(V)[T] sur ff(V)[T}. 

Montrons que le morphisme ipv,t est injectif. Supposons que deux fonctions / 
et g de & (Dy(f)) aient la meme image. Soit b G V. Notons x le point de la 
fibre Xt,. Les fonctions f et g ont meme developpement dans ~ ffx,x- On en 
deduit que les fonctions f et g coincident sur un voisinage de x dans la fibre 
Xf,. Puisque cette fibre est un espace irreductible, les fonctions f et g coincident 
necessairement sur toute la fibre. On en deduit finalement que / = g. □ 

Ann de decrire explicitement l'image du morphisme precedent, introduisons 
une notation. Pour toute partie compacte V de B et tout element t de , nous 
noterons 

0(V){\T\ < t) ] 
l'anneau des series a coefficients dans &(y) de la forme 

E a * Tk 

fceN n 

qui verifient la condition suivante : 

3r > t, lim \\a k \\y r k = 0. 

Proposition 3.2.14. — SoitV une partie compacte deB. Soitt G R™. L'image 
du morphisme cpvt es t contenue dans 0(V){\T\ < t). 

Demonstration. — Soit / G 0(Dy(t)). D'apres le lemme 3.2.12, il existe un 
polyrayon v > t telle que la fonction / soit definie sur Dy{v). La proposition 
precedente nous montre que la fonction / possede un developpement en serie de 
la forme 

f=J2 " k T k e 0(V)[T]. 
fceN" 
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Soit b e V. Puisque le groupe \Jff(b)*\ est discret dans R+, il existe une 
famille u = (u\, . . . ,u n ) de R+ qui verifie t < u < v et dont l'image est libre 
dans le Q-espace vectoriel Q x z (R%/\Ji? (b)*\). Notons x V unique point de la 
fibre Xb qui verifie 

Vie [l,n], \T i {x)\=u i . 

La description de l'anneau local au point x obtenue au theoreme 2.4.8 nous 
assure qu'il existe un voisinage V b de b dans B et > v > t tels que 

lim ||a fc || V 6 t*^ = 0. 

fc— >+oo 

Par compacite, nous pouvons recouvrir la partie V par un nombre fini de com- 
pacts V bl , . . . , V bp , avec p e N et b\ , . . . , b p e V. On en deduit qu'il existe r > t 
tel que 

lim ||afe||v r k = 0. 

□ 

Remarque 3.2.15. — Ce resultat cache un principe du prolongement analy- 
tique. Nous n'insisterons pas ici sur ce point, mais consacrerons la section 3.6 a 
ce prop os. 

Interessons-nous, a present, a la reciproque de ce resultat. Nous n'allons 
considerer que certaines parties compactes de la base. 

Theoreme 3.2.16. — Soit V une partie compacte et connexe de B. Supposons 
que le point central de B n'appartienne pas au bord du compact V . Soit t e R" . 
Alors le morphisme 

<pv tt :0(p v (t))^0(V)lT\ 
realise un isomorphisme sur l'anneau 0(V)(\T\ < t) . 

Demonstration. — D'apres les propositions qui precedent, il nous suffit de mon- 
trer que toute serie de la forme donnee appartient a l'image de (fv,t- Nous allons 
distinguer plusieurs cas, en fonction du compact V. 
Commengons par considerer un compact de la forme 

V = [a a)a , a CTj /( CT )], 

avec a € S et a € ]0, l(a)[. 

Soit r' G R™ tel que t<r'<r. Soit fi > 1 tel que t < (r'Y < r. Soit k e N n . 
Nous avons 

lim \a k \«(r>) k = 

fc— »+oo 
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et Ton en deduit que 




Ce raisonnement met en evidence le fait que la dimculte du probleme reside 
dans l'etude du comportement au bord du compact V . Remarquons que ce bord 
ne peut contenir qu'un nombre fini de points. En effet, si le compact V ne 
contient pas le point central de B, sa connexite lui impose d'etre contenu dans 
une branche de B. II est done de la forme 



avec a 6 S, u, v £ ]0, l(cr)] et u < v. Son bord contient alors au plus deux 
points. Si le compact V contient le point central ao de B, alors, par hypothese, 
il contient un voisinage de ce point et il n'existe done qu'un nombre fini de 
branches de B que V ne contient pas entierement. On en deduit que le bord 
du compact V n'est constitue que d'un nombre fini de points. En reprenant le 
raisonnement precedent en chaque point du bord du compact V, on obtient le 
resultat annonce. □ 

Remarque 3.2.17. — Enoncee de la meme f agon, la proposition precedente est 
fausse si le point central de B se situe sur le bord du compact V . Considerons, 
par exemple, la partie compacte constitute du seul point central de ^#(Z), 



L'anneau &(V) est alors l'anneau Q et la norme ||.||v est la norme triviale. 

Plagons-nous sur la droite A^ an . Soit t £ [0, 1[. L' anneau 0{V){\T\ < t) ] n'est 
autre que l'anneau Q[T]. Considerons la serie 



Elle appartient bien a l'anneau precedent, mais ne peut se prolonger a aucun 
disque de centre et de rayon strictement positif de la branche archimedienne 



V=K,al), 



V = {a }. 




fceN 



de uT(Z). 
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De meme, pour tout nombre premier p, la serie 

/=^g- fc2 T fc GQ[T] 

ne peut se prolonger a aucun disque de centre et de rayon strictement positif 
de la branche p-adique de ^#(Z). 

Le cas des couronnes se traite de fagon analogue a celui des disques. Intro- 
duisons de nouveau une notation. Soient V une partie compacte de B et s et t 
deux elements de R™ . Posons I = {i € | Sj > 0} et J = \ /. Nous 

noterons 

ff(V){s < \T\ < t) f 
l'anneau constitue des series a coefficients dans ff(V) de la forme 

kez n 

qui verifient les trois conditions suivantes : 

Vfcez n \ (lI R>< II R +) ' flfc = ' 

3r > t, lim \\a k \\v r k = 

et 

3r -< s, lim ||afc||y r fc = 0. 

fc — ► — oo 

En particulier, si s = 0, alors cet anneau est contenu dans ^(V)|[T] et nous 
avons l'egalite 

0(V)(O < \T\ < = 0{V){\T\ < t) ] . 
Proposition 3.2.18. — Soit V une partie compacte de B. Soient s et t deux 
elements de R™ verifiant Vinegalite s -< t. Alors le morphisme naturel 

0(V)[T\ 0(V)[T\ 

se prolonge en un morphisme injectif 

W,s,t :0(C v (8,t)) ^ #(V)(s <T< t) f . 

Demonstration. — II suffit de reprendre la preuve des propositions 3.2.13 et 3.2.14 
II faut cependant prendre garde au fait que nous ne pouvons plus consider er un 
voisinage du point d'une fibre. II est cependant possible de remplacer ce point 
par un point de type 3 deploye, c'est-a-dire un point x defini par des equations 
du type 

Vie [l,n], \T i (x)\=r h 
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oil r\, . . . , r n sont des elements de R?j_ tels que l'image de la famille (n, . . . , r n ) 
dans le Q-espace vectoriel Q®z (R+/|^(&)*|) est libre. Un tel choix est possible 
car le groupe \ Jff(b)*\ est discret dans R5_. Dans ce cas, nous disposons encore 
d'une description de l'anneau local en termes de series, par le theoreme 2.4.8. □ 

Comme dans le cas des disques, nous pouvons rafnner cette proposition pour 
obtenir, dans certains cas, un resultat d'isomorphie similaire a celui de la pro- 
position 3.2.16. La demonstration en etant completement analogue, nous ne la 
redigerons pas. 

Theoreme 3.2.19. — Soit V une partie compacte et connexe de B. Supposons 
que le point central de B n'appartienne pas au bord du compact V . Soient s ett 
deux elements de R™ verifiant Vinegalite s -< t. Alors, le morphisme 

fv,s,t :0(C v (s,t)) A ff{V){s < |T| < t)t 

est un isomorphisme. 

Interessons-nous, a present, au bord analytique des couronnes. Dans le cas 
d'espaces definis au-dessus d'un corps ultrametrique, nous disposons d'une des- 
cription explicite. 

Lemme 3.2.20. — Soit (k, |.|) un corps ultrametrique complet. Soient s et t 
deux element de R™ verifiant Vinegalite s -< t. Considerons la couronne C 
de A^' an de rayon interieur s et de rayon exterieur t. Pour tout element i 
de [1, nj, notons 

Ri = { Si ,ti} nn* + . 

La couronne C possede un bord de Shilov. C'est V ensemble fini et simple 
Tc = {Vn,...,r n l^i G [l,n], n G Ri}. 

Demonstration. — La description explicite des fonctions definies au voisinage 
de la couronne C et de la norme uniforme sur C montre que, pour tout element / 
de &(C), nous avons 

||/|| c =max(|/(x)|). 

zer c 

Puisque ff(C) est dense dans 38 {C) pour la norme ||.||c, ce resultat vaut encore 
pour les elements de 38 {C). On en deduit que la partie Tq est un bord analytique 
du compact C. 

En outre, pour tout point z de Tc, il existe un element k G Z n tel que la 
fonction T k appartienne a JfT(C) et atteigne son maximum en valeur absolue 
au point z et uniquement en ce point. Par consequent, tout bord analytique du 
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compact C contient la partie Tc- Cette derniere est done bien le bord de Shilov 
du compact C. □ 

Dans le cas archimedien, nous disposons egalement de resultats. 
Lemme 3.2.21. — Soit {k, |.|) un corps archimedien complet. Soient s et t 
deux elements de R™ verifiant Vinegalite s -< t. Considerons la couronne C 
de A^' an de rayon interieur s et de rayon exterieur t. Pour tout element i 
de [1, re], notons 

Ri = {suU} nn* + . 

La couronne C possede un bord de Shilov. II est contenu dans V ensemble compact 

T c = {x e A£ an I Vi g [l,n], 3 n g Ri, \Ti(x)\ = n}. 

En outre, si le corps k est le corps des nombres complexes C, I'egalite vaut. 

Demonstration. — L'existence du bord de Shilov decoule du resultat d'A. Es- 
cassut et N. Ma'inetti deja cite (c/. theoreme 3.1.25). 

Le principe du maximum assure que le bord de Shilov de la couronne C 
est contenu dans son bord topologique, qui n'est autre que la partie Tc- Cette 
remarque permet de demontrer le premier point. 

Supposons, a present, que le corps k est le corps C. Nous avons alors 

T c = {(zx,...,z n ) £ C n | \/i G 3r t G Ri, \ Zi \ = n}. 

Pour tout point z = (z±, . . . , z n ) de Tc, il existe un element (ati, . . . , a n ) de C n 
et un element(/ci , . . . , k n ) de {—1, l} n tels que la fonction r[i<i<n( z * — a i) fei s °it 
definie au voisinage de la couronne C et atteigne son maximum en valeur absolue 
au point z et uniquement en ce point. Par consequent, tout bord analytique du 
compact C contient la partie Tc- Cette derniere est done bien le bord de Shilov 
du compact C. □ 

Ces rappels nous permettent de decrire un bord analytique non trivial des cou- 
ronnes relatives a l'aide du lemme suivant. Remarquons que toute couronne com- 
pacte au-dessus d'une partie compacte et connexe de B (et done pro-rationnelle, 
d'apres la proposition 3.1.16) est pro-rationnelle et done spectralement convexe, 
d'apres le theoreme 1.2.11. 

Lemme 3.2.22. — Soit V une partie compacte et connexe de B et C une cou- 
ronne compacte au-dessus de V . Pour tout point v de V , notons j v le bord de 
Shilov du compact C D X v dans X v . Alors, la partie 
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est un bord analytique de la couronne C . 

Demonstration. — Puisque JtT(C) est dense dans £$(C) pour la norme ||.||c, il 
suffit de demontrer que, pour tout element / de Jt(C), nous avons 

Il/llc = ||/||r. 

Soit / un element de J(f{C). II existe un element v de V tel que l'on ait 

||/||c = \\f\\cnx v . 

La fonction / induit par restriction une section sur C n X v du prefaisceau des 
fonctions rationnelles sur X v . Nous avons done 

\\f\\cnx v = H/lk- 

On en deduit le resultat attendu. □ 

La description des fonctions au voisinage des couronnes obtenue plus haut 
permet de preciser ce resultat dans le cas ultrametrique. 

Proposition 3.2.23. — Soit V une partie compacte et connexe de D um et C 
une couronne compacte au-dessus de V . Notons Ty le bord de Shilov du com- 
pact V dans B. Pour tout point v de V , notons T v le bord de Shilov du com- 
pact Cr\X v dans X v . La couronne C possede un bord de Shilov. C'est I 'ensemble 
fini 

r= U > 

v&r v 

Demonstration. — Dans le cas ou la couronne est vide, le resultat est immediat. 
Dans le cas contraire, il existe deux elements s et t de R" verifiant s -< t 
tels que C = Cy(s,t). D'apres la proposition 3.2.18, le morphisme naturel 
<^(y)[T] — ► ^(V)[T] se prolonge en un morphisme injectif 

0{C) ^ 0(V)(8 <T< t) f . 

Commengons par montrer que, pour tout element / = Efcez™ a kT k de 0(C), 
nous avons 




Puisque la couronne C est compacte, il existe un element z de C en lequel nous 
avons l'egalite 

Il/llc = |/(*)|. 

Nous avons alors 

\f(z)\ = \\f\\cnx n(z) =max(|a fc (7r(z))|max(s fc ,t fc )) , 
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puisque le point n(z) appartient a la partie ultrametrique B um de B. On en 
deduit l'egalite annoncee. 

De cette description explicite de la norme, on deduit que tout element de 0(C), 
et done tout element de SS(C) atteint son maximum sur T, autrement dit que T 
est un bord analytique de C. En outre, pour tout point z de T, il existe un 
element a de Jf(V) (son existence est assuree par la proposition 3.1.26) et un 
element k de Z n tels que la fonction aT k appartienne a J(f(C) et atteigne 
son maximum en valeur absolue au point z et uniquement en ce point. Par 
consequent, la partie V est le bord de Shilov de la couronne compacte C. □ 



Pour finir, calculons explicitement ces anneaux globaux dans un cas particu- 
lier, celui des couronnes au-dessus de voisinages compacts du point central. 

Proposition 3.2.24. — Soit £' une partie finie de £ contenant Eqo. Pour a G 
Jj , choisissons un element e a G ]0, 1]. Considerons la partie compacte V de B 
definie par 

v=(\J[o 0i o^]\u(\JbX 

Vo-GS' / Vo-^S' / 

Soient s et t deux elements de R/f. Posons I = {i G \s\ > 0} et J = 

[l,n] \ /. L'anneau &(V)(s < \T\ < ty est constitue des series a coefficients 
dans K de la forme 

£ a k T k 

kez n 

verifiant les conditions suivantes : 
' 1 " 
E 7 



i) Mk > 0, a k G A 



J Vfc G Z n \ (n ie/ R x n ie j R+) , a k = ; 



V<7 G X', 3r -< s 



lim [ofel^r 

fc— >— oo 



iwj Vcr G X/, 3r > t £(T , lim |afc| CT r* 



0. 



Si t > 1, pour toute serie du type precedent, V ensemble 

{k G N™ | a k + 0} 

est fini. Si s < 1, powr touie serie iype precedent, V ensemble 

{k G Z n n]-oo,0] \a k + 0} 

est fini. En particulier, si s = et t > 1, alors l'anneau 
autre que l'anneau de polyndmes A [!/(£' PI Ef)][T]. 
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Demonstration. — Les resultats demontres aux numeros 3.1.2.2 et 3.1.2.3 per- 
mettent de demontrer que nous avons 

1 



A 



et ||.||y = max(U^). 



La premiere partie du resultat decoule alors immediatement de la definition de 
l'anneau 0(V)(\T\ < t)K 

D'apres la formule du produit, pour tout element non nul a de A[l/S'], nous 
avons n<TeS' \ a \<? — 1 e * done 

Ikllv = m ax(|a|^) > 1. 

(J&J 

On en deduit la seconde partie du resultat. □ 
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3.3. Points rigides des fibres 

Soit b un point de B. La proposition 2.4.3 nous permet de decrire un systeme 
fondamental de voisinages explicite d'un point x de la fibre X^ defini par des 
equations du type 

(Ti - ai)(x) = ■■■ = (T n - a n )(x) = 0, 

avec Qi, . . . , a n G &B,b- Remarquons que, lorsque l'espace de base est le spectre 
d'un anneau d'entiers de corps de nombres, tous les points rationnels de la 
fibre X\, sont de ce type. En effet, d'apres le lemme 3.1.22, le morphisme naturel 
&B,b J4?(b) est surjectif. 

Dans ce numero, nous montrons qu'il est possible de ramener l'etude de cer- 
tains points de l'espace X, a savoir les points rigides des fibres, a celle des points 
rationnels par le biais d'un isomorphisme local (c/. proposition 2.5.3). 

3.3.1. Isomorphismes locaux 

Nous montrons ici que nous nous trouvons bien dans le cadre d'application 
de la proposition 2.5.3 et en precisons les conclusions. Nous distinguerons selon 
le type de la fibre dans laquelle se situe le point rigide considere. Commencons 
par le cas le plus simple : celui des fibres extremes. 

Proposition 3.3.1. — Soient m un element deHf et x un point rigide de la 
fibre extreme X m . Supposons que le point x possede un systeme fondamental de 
voisinages connexes. Alors, il existe une extension finie K' de K , un point x' 
de A^', an , ou A' designe V anneau des entiers de K' , rationnel dans sa fibre, tel 
que le morphisme naturel 

\ ra,an « n,an 
A 1 ~* A A 

envoie le point x' sur le point x et induise un isomorphisme d'un voisinage de x' 
sur un voisinage de x. 

Demonstration. — L'extension de corps k m — > Jff(x) est une extension finie et 
separable, puisque le corps k m est fini. D'apres le theoreme de Pelement primitif, 
il existe un element a de Jif(x) tel que k m [a] = Jt?(x). Notons P(S) € k m [S] 
le polynome minimal unitaire de a sur k m = A/m. Choisissons un releve uni- 
taire P(S) de P(S) dans A[S]. Ce polynome est encore irreductible. Considerons 
l'extension finie K' = K[S]/(P(S)) de K. C'est un corps de nombres dont nous 
noterons A 1 l'anneau des entiers. 
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Posons V = [a m ,a m ]. L'anneau de Banach (3§(V), ||.||v) n'est autre que l'an- 
neau (A m , |.| m ). Puisque le polynome P(S) est irreductible dans femfS 1 ], l'ideal 
maximal m de A est divise par un unique ideal maximal m' = mA' de A' et nous 
disposons d'un isomorphisme 

u:A m [S]/(P(S))^A' m/ . 

Munissons l'anneau A m [S]/(P(S)) de la norme 

ll-ir = K)k- 

C'est alors un anneau de Banach muni d'une norme uniforme. Notons W le seg- 
ment [a m /,a m /] de ^{A 1 ). L 'isomorphisme u identifie alors les algebres normees 
(£f(V)[S]/(P(S))M\\>) et {3S(W),\\.\\ W ). 

Puisque le polynome P est unitaire, le morphisme de ^(y)-modules 

m(v) d -> bs{v)[S\/{p{S)) 

d-l 

(oo, . . . ,a d -i) i-> yZ ai S * 

est un isomorphisme. Munissons l'algebre 3§(V) d de la norme 1 1 • 1 1 oo donnee 
par le maximum des normes des coefficients. Nous definissons alors une norme, 
notee ||.||v;div) sur ^(V)[S}/{P{S)) de la fagon suivante : 

V/ e 8{V)[S\/{P{S)), H/llvidiv = lln-'^lloo. 

Pour appliquer la proposition 2.5.3, nous devons demontrer que les normes ||.||' 
et || - 1| Vjtiivj definies sur 3S{V), sont equivalentes. Tel est bien le cas car ce sont 
deux normes sur un meme -fT m -espace vectoriel de dimension finie qui induisent 
la meme valeur absolue sur K m , a savoir |.| m . 

Notons 



Notons encore 



y _ A n,an , yi _ *n,<m 

1 ~ A m(v) A m(v)[s]/{P(S))- 



v . Y ' -> Y et ij> : A"f n -> A?' ai 



L .4 

les morphismes naturels. La partie V est une partie compacte et connexe de ^(A). 
Notons Ly son image reciproque dans A^' an . La partie W est une partie com- 
pacte et connexe de ^(A f ). Notons L' w son image reciproque dans A^', an . 
Considerons, a present, le diagramme commutatif suivant : 

<p 

Y' —^Y • 



x 



A 



in,an V » n,an 
A' *" A A 
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D'apres la proposition 3.1.16, les parties compactes V et W sont pro-rationnelles. 
D'apres la proposition 1.2.15, les morphismes x e t x' sont des isomorphismes 
d'espaces anneles au-dessus, respectivement, de Pinterieur de Ly et de Pinterieur 
de L' w . Remarquons que le point x appartient a la fibre extreme 7r~ 1 (a m ), situee 
a Pinterieur de Ly. En outre, tout antecedent de x par le morphisme tp appartient 
a la fibre extreme situee au-dessus de a m > et done a Pinterieur de L' w . Nous 
noterons encore x P antecedent du point x par le morphisme X- Pour conclure, 
il nous suffit de trouver un point x' de Y', rationnel dans sa fibre, tel que le 
morphisme (p induise un isomorphisme d'un voisinage de x' sur un voisinage 
de x. 

Notons a Pimage de S dans Panneau &(V)[S]/(P(S)). D'apres la proposi- 
tion 2.5.1, il existe une fonction R definie sur un voisinage U de x dans Y telle 
que P(R) = et R(x) = a dans Jf?(x). Construisons alors une section a du 
morphisme (p au-dessus de U, par le procede decrit immediatement avant la 
proposition 2.5.3. Par sa definition meme, nous avons 

S(a(x)) = R(x) dans J4?(x), 

autrement dit, 

R(a(x)) = a dans J4?(a(x)). 

Soit b un point de ^{^(V)). Le corps J4?(b) est egal au corps k m ou au 
corps K m . Dans tous les cas, Pimage du polynome P(T) est irreductible dans 
Jff(b)[T\. Puisque le corps J4?(b) est parfait, elle est egalement separable. Soit c 
un point de ^K(£$(V)[S]/(P(S))) au-dessus du point b. L'element a de Panneau 
£$(V)[S]/(P(S)) s'envoie sur une racine du polynome P(T) dans Jif(c). Puisque 
le polynome P est separable, nous avons P'(a) = 0. 

Pour finir, d'apres le corollaire 3.4.4, le point x possede, dans X, et done 
dans Y, un systeme fondamental de voisinages connexes. Nous pouvons done 
appliquer la proposition 2.5.3. Nous obtenons, au voisinage du point x, une 
section du morphisme (p qui est un isomorphisme local. 

Pour conclure, il nous reste a montrer que le point x' = cr(x) est rationnel 
dans sa fibre. Considerons la projection b' de ce point sur ^(.^(V)[S]/(P(S))). 
Par definition, le caractere associe est 

3g(V)[S\/{P{S)) - Jf{x) 

Q{S) ^ Q(R(x)) = Q(a) ■ 

L'image de ce morphisme est le corps k m [a] = Jt?(x) = Jff(x'). On en deduit 
que le morphisme Jf?(b) — > Jf?(x') est un isomorphisme et done que le point x ! 
est rationnel dans sa fibre. □ 
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Interessons-nous, a present, aux fibres internes. 
Proposition 3.3.2. — Soient r un element de E, e un element de ]0, Z(r)[ et 
x un point rigide de la fibre interne X a e . Supposons que le point x possede 
un systeme fondamental de voisinages connexes par arcs. Alors, il existe une 
extension finie K' de K , un point x' de A^', an ; oil A' designe I'anneau des entiers 
de K' , rationnel dans sa fibre, tel que le morphisme naturel 

» n,an « n.an 
A' ~ * A A 

envoie le point x' sur le point x et induise un isomorphisme d'un voisinage de x' 
sur un voisinage de x. 

Demonstration. — L'extension de corps K T — ► J4f(x) est une extension finie et 
separable, puisque la caracteristique du corps K T est nulle. D'apres le theoreme 
de l'element primitif, il existe un element a de Jif(x) tel que X T [a] = Jf?(x). Si le 
corps K T est ultrametrique, le lemme de Krasner assure que nous pouvons suppo- 
ser que l'element a est algebrique sur le corps K. Si le corps K T est archimedien, 
nous pouvons encore supposer que a est algebrique sur le corps K, et meme que 
c'est une racine carree de —1. Notons P(S) € K[S] le polynome minimal unitaire 
de a sur K. Ce polynome est encore irreductible sur le corps K T . Considerons 
l'extension finie K' = K[S]/(P(S)) de K. C'est un corps de nombres dont nous 
noterons A' I'anneau des entiers. 

Soient A G ]0, s[ et fj, G ]e, 1(t)[. Posons V = [a^,a^]. L'anneau de Ba- 
nach (&(V), \\.\\v) n'est autre que I'anneau (K T , max(|.|^, |.|r))- Puisque le po- 
lynome P(S) est irreductible dans K T [S], la place r de K se prolonge en une 
unique place r' de K' et nous disposons d'un isomorphisme 

u:k T [S)/{P{S))^K> T ,. 

Munissons l'anneau K T [S]/(P(S)) de la norme 

||.|r = max(K.)|^,K)|^). 

C'est alors un anneau de Banach muni d'une norme uniforme. Notons W le seg- 
ment [a^,,a fl / ] de j$(A'). L 'isomorphisme u identifie alors les algebres normees 
mV)[S]/(P(S)),\\.\\') et (<g(W),\\.\\ w ). 

Introduisons une notation. Soient L une -fT-algebre et |.| une norme sur L. 
Puisque le polynome P est unitaire, le morphisme de L-modules 

L d - L[S}/(P(S)) 

d-l 

(a , . . . ,a d _i) h-> y^ ai S * 

i=0 
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est un isomorphisme. Munissons l'algebre L de la norme 1 1 • 1 1 oo donnee par 
le maximum des normes des coefficients. Nous definissons alors une norme, 
notee ||-||div, sur L[S]/(P(S)) de la fagon suivante : 

V/eI[5]/(P(S)), ||/||div = ll^ 1 (/)||oo. 

Pour appliquer la proposition 2.5.3, nous devons demontrer que les normes ||.||' 
et ||-||v,div) deffiiies sur &(V), sont equivalentes. Or la norme 1 1 - 1 1 v,div est equiva- 
lente a la norme max(|.|^ div , |-|!^ div )- II nous suffit, a present, de remarquer que, 
quel que soit v G {A, /u}, les normes l-l^div'f et |.|^/ sont equivalentes. En effet, 
ce sont deux normes sur un meme ET T -espace vectoriel de dimension finie qui 
induisent la meme valeur absolue sur K T , a savoir \.\". 

Le reste du raisonnement se deroule exactement comme dans la preuve pre- 
cedente. □ 

Pour terminer, traitons le cas de la fibre centrale. 

Proposition 3.3.3. — Soit x un point rigide de la fibre centrale Xq. Supposons 
que le point x possede un systeme fondamental de voisinages connexes par arcs. 
Alors, il existe une extension finie K' de K , un point x' de A^', an , oil A' designe 
I'anneau des entiers de K' , rationnel dans s a fibre, tel que le morphisme naturel 

a n,an » n,an 
A' ~^ A A 

envoie le point x' sur le point x et induise un isomorphisme d'un voisinage de x' 
sur un voisinage de x. 

Demonstration. — L'extension de corps Jt?(ao) = K — > Jt?(x) est une extension 
finie et separable, puisque la caracteristique du corps K est nulle. D'apres le 
theoreme de l'element primitif, il existe un element a de Jif(x) tel que K[a] = 
cJ%?(x). Notons P(S) € K[S] le polynome minimal unitaire de a sur K. II existe 
un unique isomorphisme 

K[s\/{p(s))^je(x) 

envoyant S sur a. 

Le caractere separable de l'extension Jtf?(x)/K assure egalement que I'anneau 
des entiers A' de Jif(x) est un anneau de Dedekind de type fini sur A. Par 
consequent, il existe un element f de K tel que 



A[f,a]=A'[f]. 
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Choisissons un sous-ensemble fini So de S f de sorte que la fonction / soit definie 
et inversible sur l'ouvert de B defini par 

U = B \ |J {o m }. 

me E 

Quitte a augmenter l'ensemble So, nous pouvons supposer que les coefficients 
du polynome P(S) sont dermis en tout point de U et que, quel que soit b dans U, 
l'image du polynome P(S) est separable sur J^(b). Pour m dans Sy, notons r(m) 
l'ensemble des ideaux maximaux de A' divisant 1' ideal maximal m de A. Pour a 
dans Sqo, notons r(cr) l'ensemble des plongements complexes de J4?(x) a conju- 
gaison pres qui prolongent a. Notons 

S' = U r(m) et S'^ = (J . 

mGSo creSoo 

Considerons la partie compacte contenue dans U definie par 



M = B\ |J 



mGEo 

Considerons l'algebre de Banach (=^(M), ||.||a/)- Nous avons 

" 1 " 



m{M) = a 



I ^ G if, a, 6 G A, b / 0, 3m G S , 6 G m| 



et 



max 

c 



Le compact M etant contenu dans U, l'anneau 
neau A[u}. On en deduit que le morphisme 



est un localise de l'an- 



A 



1 



[S]/(P(S)) ^ A' 



1 

si 



est un isomorphime. Munissons l'anneau &(M)[S]/(P(S)) de la norme 



. = max { . \ a ). 

C'est alors un anneau de Banach muni d'une norme uniforme. 

Introduisons une notation. Soient L une if-algebre et ||.|| une norme sur L. 
Puisque le polynome P est unitaire, le morphisme de if-espaces vectoriels 

L d 

n L : 



L[S}/(P(S)) 
d-l 



(ao, • • • , ad-i) 



i=0 
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est un isomorphisme. Munissons l'algebre L d de la norme 1 1 • 1 1 oo donnee par 
le maximum des normes des coefficients. Nous definissons alors une norme, 
notee ||-||div, sur L[S]/(P(S)) de la fagon suivante : 

V/eI[5]/(P(S)), ||/||div = ll^ 1 (/)||oo. 

Pour appliquer la proposition 2.5.3, nous devons demontrer que les normes ||.||' 
et ||.||M,div! definies sur ^(M), sont equivalentes. Or la norme || -|| Af,div est equi- 
valente a la norme 

max (|.| CT ,div). 
Soit m € So- Nous disposons alors d'un isomorphisme 

k m [s}/(P(S)) ^ J] jrXx)^. 

m'Gr(m) 

On en deduit que les normes | . | m ,div et max m / gr .( m )(|.| m /) sont equivalentes car 
ce sont deux normes sur un meme -ff m -espace vectoriel de dimension finie qui 
induisent la meme valeur absolue sur K m , a savoir |.| m . 

On raisonne de meme pour les elements de en prenant garde au fait que 
1' isomorphisme ne vaut que si l'on considere tous les plongements complexes et 
pas seulement les classes de conjugaison. 

Le reste du raisonnement se deroule exactement comme dans la preuve de la 
premiere proposition. 

□ 

Pour plus de clarte, nous regroupons les trois resultats obtenus dans la pro- 
position suivante. 

Proposition 3.3.4. — Soit x un point rigide de Vune des fibres de Uespace X. 
Supposons que le point x possede un systeme fondamental de voisinages connexes 
par arcs. Alors, il existe une extension finie K' de K, un point x' de A^', an , ou A' 
designe I'anneau des entiers de K 1 , rationnel dans s a fibre, tel que le morphisme 
naturel 

a n,an » n.an 
A' ~* A A 

envoie le point x' sur le point x et induise un isomorphisme d'un voisinage de x' 
sur un voisinage de x. 

3.3.2. Voisinages sur la droite 



Pour utiliser la proposition qui precede, il est necessaire de disposer d'un 
resultat de connexite locale. Nous consacrons done une section a l'etude de la 
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topologie au voisinage des points rigides des fibres dans le cas le plus simple : 
celui de la droite. Dans les propositions qui suivent, nous supposerons done que 
n = 1 et que X = A^ an . 

Proposition 3.3.5. — Soient b un point de B et P{T) un polyndme unitaire 
a coefficients dans €?B,b dont I'image dans Jff(b)[T] est irreductible. Soit x le 
point de la fibre Xb defini par V equation P(T)(x) = 0. Soient Bq un voisinage 
de b dans B sur lequel les coefficients du polyndme P sont definis. 

Soit U un voisinage du point x dans X . II existe un voisinage V du point b 
dans Bq et un nombre reel t > tels que Von ait Vinclusion 

{yeX v \\P(T)(y)\<t} CU. 

Demonstration. — D'apres le corollaire 1.1.12, pour toute partie compacte V 
de Bq et tout element s de R+, la partie de X definie par 

{y EX v \\P(T)(y)\ <s} 

est compacte. Le resultat decoule alors du lemme 2.4.1. □ 

Nous souhaitons, a present, montrer que les voisinages qui figurent dans 
l'enonce de la proposition sont connexes par arcs lorsque leur projection sur 
la base Test. A cet effet, nous commencerons par demontrer quelques resultats 
sur la topologie des fibres. 

Lemme 3.3.6. — Soit (k, |.|) un corps value, ultrametrique, maximalement com- 
plet et algebriquement clos. Soient d £ N ; a±, . . . , a.^ G k et t € R+. Posons 

d 

P(T) = H(T-a l ) 
i=i 

et 

U={xeAl^\\P(T)(x)\<t}. 

Alors, pour tout point y de U , il existe un chemin trace sur U qui joint le point y 
a I'un des points on, avec i G [1, dj. 

Demonstration. — Soit y un point de U. Puisque le corps k est maximalement 
complet, il existe (3 G k et r € R + tels que y = r\p^ r dans A|,' an . Supposons, tout 
d'abord, qu'il existe i G [l,c#] tel que (3 = a%. Considerons alors le chemin 

j. [0,1] - A^< an 

u >-> Voi,(l-u)r 

II joint le point y au point on et tout polynome decroit le long de ce chemin. En 
particulier, il est a valeurs dans U. 
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Revenons, a present, au cas general. Nous distinguerons deux cas. Dans un 
premier temps, supposons, qu'il existe i G [1, dj tel que \(3 — ai\ < r. Alors 
le point y = rjp^ n'est autre que le point r] ai ,r et nous sommes ramenes au 
cas precedent. II nous reste a traiter le cas oil, quel que soit i G [l,<i], nous 
avons \/3 — ai\ > r. Dans ce cas, nous avons 

d d 

\P(T)(VP,r)\ = II K T " «i)(%r)| =Y[\P-<Xi\- 

i=l i=l 

Notons s = mini<j<d(|/3 — on\). Considerons le chemin 

V . [0,1] - Aj' an 

u ^ Vf3,(l-u)r+us 

II joint le point y au point rjg s , qui est du type considere precedemment. En 
outre, la fonction P est constante le long du chemin I'. II est done bien a valeurs 
dans U. On en deduit le resultat annonce. □ 

Lemme 3.3.7. — Soient d € N, a±, . . . , ad G C et t G R+. Posons 

d 

P(T)=l[(T-a l ) 

i=l 

C/ = {zGC| |P(z)|oo <*}. 
Alors, pour tout point y de U, il existe un chemin trace sur U qui joint le point y 
a I'un des points cti, avec i G [1, d\. 

Demonstration. — Considerons l'application continue 

C -> C 

z i — ► P{z) ' 

C'est un revetement ramifie. Considerons le chemin trace sur la base 

[0,1] -» C 
u I— > (1 — n) P(y) 

En relevant ce chemin a partir du point y, on obtient un chemin trace sur U qui 
aboutit a l'un des racines du polynome P. □ 

Corollaire 3.3.8. — Soit (fe, |.|) un corps value complet. Soient d un entier, 
Qi(T), . . . , Qd(T) G k[T] des polyndmes irreductibles et t G R5_ un nombre reel 
strictement positif. Pour i G notons X{ le point de la droite A^' an defini 

par V equation Qi(T)(xi) = 0. Posons 

d 

P(T)=Y[Qi 
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et 

U={x£Al^\\P(T)(x)\<t}. 

Alors, pour tout point y de U, il existe un chemin trace sur U qui joint le point y 
a I'un des points xi, avec i G [1, d\. 

En particulier, si lepolyndme P(T) est une puissance d'un polynome irreductible, 
alors la partie U est connexe par arcs. 

Demonstration. — Soit (L, |.|) une extension du corps value (k, |.|). Le mor- 
phisme induit 

a l,an _^ ^l,an 

est continu et surjectif. On en deduit qu'il suffit de demontrer le resultat pour 
une extension de k. Nous pouvons done utiliser nous ramener a la situation du 
lemme 3.3.6, si la valeur absolue |.| est ultrametrique, ou du lemme 3.3.7, si elle 
est archimedienne. □ 

Revenons, a present, aux voisinages des points rigides dans l'espace total. 
Proposition 3.3.9. — Soient b un point de B et V un voisinage connexe par 
arcs de b dans B. Soit P{T) G ^(V)[T] un polynome unitaire dont I'image 
dans Jtf(b)[T] est irreductible. Soit t G un nombre reel strictement positif. 
Alors, la partie U de X = A^ an definie par 

U={yeX\7r(y)eV, \P(T)(y)\<t} 

est connexe par arcs. 

Demonstration. — Nous noterons x l'unique point de la fibre X\, qui verifie 

P(T)(x) = 0. 

Nous allons montrer que tout point de U peut etre joint au point x par un che- 
min trace sur U. Nous allons distinguer plusieurs cas selon le type du point b. 

Supposons, tout d'abord, que le point b est le point central clq de B. Soit y un 
point de U. Posons c = ir(y). Decomposons le polynome P(T) en produit de fac- 
teurs irreductibles et unitaires dans J^(c)[T] : il existe d £ N*, Qi(T), . . . , Qd(T) 
des polynomes irreductibles distincts et rai, . . . , 6 N* tels que 

d 

P{T) = \{Q l {T) n% dans .^{c)[T\. 
i=i 

Quel que soit i G notons yi le point de la fibre X c defini par l'equation 

Qi{T)(yi) = 0. D'apres le lemme 3.3.8, il existe un indice i G [1, dj et un chemin 
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trace sur X c n U qui joint le point y au point %){. II nous reste a montrer que l'on 
peut joindre le point yi au point x par un chemin trace sur U. Si le point c est 
le point ao, c'est evident. 

Supposons, que le point c est un point interne de B. II existe alors a E £ 
et e > tels que c = a%. Puisque la partie V est supposee connexe par arcs, elle 
contient le segment W = [ao, a%\. Remarquons que, quel que soit A E ]0,e], le po- 
lynome Qi{T) est encore irreductible dans Jif(a^.)[T]. Definissons une section ip 
de 7T au-dessus de W de la facon suivante : au point a£, avec A E ]0, e], nous 
associons le point if(a^.) de la fibre X a \ defini par l'equation Qi(T)((p(a^)) = 
et au point ao, nous associons le point (f(ao) = x. L'application (p est une sec- 
tion continue de n au-dessus delfa valeurs dans U et son image est un chemin 
joignant le point yi au point x. 

Pour finir, supposons que point c est un point extreme de B. II existe alors 
m E £/ tel que c = a m . La decomposition P(T) = Yli=i Qi{T) ni vaut done dans 
l'anneau de polynomes & m [T]. Le lemme de Hensel nous assure qu'il existe des 
polynomes R\(T), . . . , Rd(T) E A m unitaires tels que Ton ait la decomposition 

d 

P(T) = l[R l (T) dans A m [T] 

8=1 

et, quel que soit i E 

Ri{T) = Qi{T) n * mod m. 

Choisissons un facteur irreductible Si(T) du polynome Ri(T) dans ^4 m [T]. Puisque 
la partie V est supposee connexe par arcs, elle contient le segment W = [ao, a TO ]. 
Nous definissons alors une section ip de tt au-dessus de W de la fagon suivante : 
au point a^, avec A E ]0, oof, nous associons le point <p(a^) de la fibre X a \ defini 
par l'equation Si(T)((p(a^)) = 0, au point ao nous associons le point tp(ao) = x 
et au point a m , nous associons le point y^. Comme precedemment, l'application <p 
est une section continue de n au-dessus de W a valeurs dans U et son image est 
un chemin joignant le point yi au point x. 

Supposons, a present, que le point b est un point extreme de B. II existe alors 
tn E £/ tel que b = a m . Supposons, dans un premier temps que ao E V. Alors 
le polynome P(T) est a coefficients dans A m et il est irreductible dans A m [T] 
puisqu'il est unitaire et que sa reduction modulo m est irreductible. Nous sommes 
done ramenes au cas precedent. 

Supposons, a present, que le point central ao n'appartient pas a V. Si la 
partie V est reduite au point extreme d m , le resultat provient directement 



140 



CHAPITRE 3. ESPACE AFFINE SUR UN CORPS DE NOMBRES 



du lemme 3.3.8. Dans les autres cas, la partie V est un intervalle contenu 
dans ]ao,a m ]. Le polynome P(T) est alors a coefficients dans A m . Puisqu'il 
est unitaire et que son image modulo m est irreductible, il est irreductible 
dans ^4 m [T] et done dans if TO [T]. Soit y un point de U. II existe alors e £ ]0, +oo] 
tel que ir(y) = a e m . D'apres le lemme 3.3.8, il existe un chemin trace sur X a ^ n U 
joignant le point y au point z defini par l'equation P{T){z) = 0. II nous suffit, 
a present, de montrer que Ton peut joindre le point z au point x par un chemin 
trace sur U. Puisque la partie V est supposee connexe par arcs, elle contient 
le segment W = [a^, a TO ] . Definissons une section 99 de ir au-dessus de W de la 
facon suivante : a tout point c de W nous associons le point 99(c) de la fibre X c 
defini par l'equation P(T) (99(c)) = 0. L'application 99 est une section continue 
de 7r au-dessus de W a valeurs dans U et son image est un chemin joignant le 
point z au point x. 

II nous reste a traiter le cas ou le point b est un point interne de B : il 
existe a € S et e > tel que b = a%. Si la partie V contient un point extreme 
ou le point central de B, nous sommes ramenes a l'un des cas precedents. Nous 
supposerons done que la partie V est contenue dans B' a . Dans ce cas, pour tout 
point c de V, le corps Jf?(c) est isomorphe au corps K a et le polynome P(T) 
est irreductible dans J$?(c)[T]. Soit y un point de U. D'apres le lemme 3.3.8, il 
existe un chemin trace sur X n r y \ n U joignant le point y au point z defini par 
l'equation P(T)(z) = 0. II nous suffit, a present, de montrer que Ton peut joindre 
le point z au point x par un chemin trace sur U. Definissons une section 99 de tt 
au-dessus de V de la fagon suivante : a tout point c de V nous associons le 
point 99(c) de la fibre X c defini par l'equation P(T) (99(c)) = 0. L'application 95 
est une section continue de it au-dessus de V a valeurs dans U et son image est 
un chemin passant par les points z et x. □ 

Corollaire 3.3.10. — Soient b un point de B etx un point rigide de la fibre X\,. 
Alors, le point x possede un systeme fondamental de voisinages connexes par 
arcs. 

Demonstration. — D'apres le lemme 3.1.22, le morphisme naturel &B,b ~^ ^(b) 
est surjectif. Nous pouvons done supposer que le polynome P(T) definissant le 
point x est a coefficients dans &B,b- H nous suffit alors d'appliquer les proposi- 
tions 3.3.5 et 3.3.9. □ 
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3.3.3. Etude topologique locale 



Revenons, a present, d'un espace affine de dimension quelconque : 

X = A^' an , avec n £ N. Les resultats obtenus sur la topologie de la droite nous 
permettent de mettre en ceuvre un raisonnement par recurrence. 

Proposition 3.3.11. — Soit b un point de B. Soit x un point rigide de la 
fibre X\y. Alors, le point x possede un systeme fondamental de voisinages connexes 
par arcs. 

Demonstration. — Nous allons demontrer le resultat attendu par recurrence sur 
l'entier n 6 N. Le cas n = est immediat. 

Soit n € N* tel que le resultat soit vrai pour n — 1. Notons 

i l,an 



9?i : A 



n,an 
A 



,T n ] 



et 



le morphisme induit par l'injection i\ : A[Ti] — > A[T\, 

ip : A^ an -> JZ{A) 

celui induit par l'injection iq : A — > A[T\]. Posons y = (fi(x). 

D'apres la proposition 3.3.10, le point y de A^ an possede un systeme fonda- 
mental de voisinages connexes par arcs. Nous pouvons done appliquer la propo- 
sition 3.3.4. Elle assure qu'il existe une extension finie K' de K, un point y' de 
A^, an , oil A' designe l'anneau des entiers de K' ', rationnel dans sa fibre, tel que 
le morphisme naturel 



a : A 



l,an 



l,an 



L A' ~^ A 

envoie le point y' sur le point y et induise un isomorphisme 

f3:U' -> U 



d'un voisinage U' de y' dans A^ ; an sur un voisinage U dey dans A^ an . Considerons 
le diagramme commutatif suivant 



A ' 



n,an a n 



<Pl 



A l,an 



A 

Pi 
l,an 



JK{A) 



Quitte a restreindre le voisinage U de y, nous pouvons supposer qu'il est 
compact et rationnel. Le voisinage U' l'est alors egalement. Nous pouvons done 
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appliquer le theoreme 1.2.11 et la proposition 1.2.15. On en deduit un isomor- 
phisme 

7 : Jt(&{U')) ^Jt{m(13)) 

qui coincide avec (3 en tant qu' application et meme en tant que morphisme 
d'espace anneles si Ton se restreint a l'interieur des espaces consideres. On en 
deduit un diagramme commutatif 

i n-l,an 5 «n— l,an 



En tant que morphisme d'espaces topologiques, le morphisme ift n'est autre que 
le morphisme ipi restreint a a la source et U au but. De meme, le 

morphisme ijj' coincide avec le morphisme ip'i restreint a ip']~ (W) a la source 
et U' au but. Par consequent, il suffit de montrer que le point x possede un 
systeme fondamental de voisinages connexes par arcs dans A^^ an . Puisque 5 est 
un homeomorphisme, il suffit de montrer que le point 5~ 1 (x) possede un systeme 
fondamental de voisinages connexes par arcs dans A n ~^j^ . Or le point <5 _1 (x) est 
envoye sur le point 7~ 1 (y) = y' dans ^ (38(U')). Ce dernier point est rationnel 
dans sa fibre </? _1 '{tpb(y')) ■ Par consequent, quitte a changer x en 5~ 1 (x), nous 
pouvons supposer que le point y est rationnel dans sa fibre, autrement dit que 
le morphisme 

est un isomorphisme. 
Notons 

\ a n,an »n— l,an 

"n— 1 : * **-A 

le morphisme induit par l'injection j n -\ : A[T2, . . . , T n ] — > A[T±, . . . , T n ] et 

A : A^~ 1,an - JK(A) 

celui induit par l'injection jo : A — > A[T2, ■ ■ ■ , T n _i]. Posons z = A n _i(x). De 
l'isomorphisme J%?(b) — ► Jf?(y), on deduit un isomorphisme 

D'apres l'hypothese de recurrence, le point z de A^ _1,an possede un systeme fon- 
damental de voisinages connexes par arcs. Nous pouvons done appliquer la pro- 
position 3.3.4. Par le meme raisonnement que precedemment, nous en deduisons 
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que nous pouvons supposer que le point z est rationnel dans la fibre Ao (b). 
Autrement dit, le morphisme 

est un isomorphisme. Nous nous sommes finalement ramenes au cas d'un point x 
rationnel dans sa fibre Xf,, puisque le morphisme J4?(b) — ► Jf?(x) est un isomor- 
phisme. Or d'apres le lemme 3.1.22, le morphisme canonique &Bb ~ ¥ ^(b) 
est surjectif. Nous pouvons done appliquer le corollaire 2.4.7. On en deduit le 
resultat attendu. □ 

En utilisant cette proposition, nous pouvons relacher les hypotheses de la 
proposition 3.3.4. 

Proposition 3.3.12. — Soitx un point rigide de Vune des fibres de I'espace X. 
Alors, il existe une extension finie K' de K, un point x' de A^', an , oil A' designe 
Vanneau des entiers de K' , rationnel dans sa fibre, tel que le morphisme naturel 

» n,an * n.an 
A' ~~ * A A 

envoie le point x' sur le point x et induise un isomorphisme d'un voisinage de x' 
sur un voisinage de x. 

Corollaire 3.3.13. — Soit b un point de B. Soit x un point rigide de la fibre Xi,. 
Alors, le morphisme tt est ouvert au point x. 

Demonstration. — La proposition 3.3.12 assure qu'il existe une extension finie 
K' de K, un point x' de A^', an , ou A' designe l'anneau des entiers de K', rationnel 
dans sa fibre, tel que le morphisme naturel 

. A n,an .n,an 

envoie le point x' sur le point x et induise un isomorphisme 

f3:U' -»■ U 

d'un voisinage U' de x' dans A^', an sur un voisinage U de x dans A^' an . Considerons 
le diagramme commutatif suivant : 

& 

U' ^ ■ 

m{a') Jt(A) 

Soit V un voisinage du point x dans X. Nous pouvons supposer qu'il est contenu 
dans U. Nous avons alors 

vr(y)= 7 (vr / (/3- 1 (V))). 



144 



CHAPITRE 3. ESPACE AFFINE SUR UN CORPS DE NOMBRES 



Le morphisme (3 etant un homeomorphisme, il envoie le voisinage V du point x 
sur un voisinage (3~ 1 {V) du point x' . Puisque le point x' est rationnel dans sa 
fibre, le corollaire 2.4.6 nous assure que la partie 7r'(/3 _1 0O) est un voisinage 
du point tt'(x') dans ^(A'). D'apres le theoreme 3.1.15, le morphisme 7 est 
ouvert. On en deduit que la partie ir(V) = 7(vr'(/3 _1 (F))) est un voisinage du 
point b = 7(tt'(/3- 1 (x))) dans Jt(A). □ 

3.3.4. Etude algebrique locale 

Nous disposons dorenavant de la connexite locale au voisinage des points 
rigides des fibres et pouvons done appliquer le resultat d'isomorphie locale 
que nous avons demontre dans la proposition 3.3.12. Cela va nous permettre 
d'etudier les anneaux locaux en ces points. Commencons par le cas des fibres 
extremes. 

Theoreme 3.3.14. — Soient m un element deHf et x un point rigide de la 
fibre extreme X m . Alors, I 7 anneau &x,x anneau local noetherien, reejulier, 

de dimension n + 1. Son corps residuel k(x) est complet, et done isomorphe 
d JtT(x). 

Demonstration. — D'apres la proposition 3.3.11, le point x possede un systeme 
fondamental de voisinages connexes par arcs. Nous pouvons done utiliser la 
proposition 3.3.12 et nous ramener au cas d'un point x rationnel. II existe alors 
des elements a±, . . . , a n de & m tels que le point x soit l'unique point de la fibre X m 
verifiant 

(Ti - ai)(z) = • • • = (T n - On)(x) = 0. 
Bien entendu, quel que soit i £ [l,n], Pelement aj de k m se releve en un 
element de A m et done en un element de &B,b- Nous pouvons done appliquer le 
theoreme 2.4.8. II nous assure qu'il existe un isomorphisme 

^~lim^(y)(|T| <t), 
V,t 

oil V decrit l'ensemble des voisinages compacts du point a m de B et t l'en- 
semble (R^_) n . II ne nous reste plus, a present, qu'a appliquer les theoremes 2.2.12 
et 2.2.14 pour demontrer la premiere partie du theoreme. La seconde decoule du 
lemme 2.2.2 et de la description des corps residuels aux points de l'espace B. 

□ 

Remarque 3.3.15. — Signalons que, dans ce cas particulier, nous pouvons 
conclure sans l'aide des theoremes 2.2.12 et 2.2.14. En effet, nous connaissons 
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un systeme fondamental de voisinages compacts explicite du point d m de B : 
il s'agit de l'ensemble des intervalles [a m , a m ], avec e 6 ]0, +oo[. Quel que soit 
e € ]0, +oo[, I'algebre .^([a m ,a m ]) n'est autre que I'algebre A m . Elle est munie 
de la norme ||-||[ a ^,a m ] = Mm- O n en deduit immediatement un isomorphisme 

ff XjX ~A m lT}. 

Le cas des points rigides des fibres internes et centrale se traite de maniere 
identique. II sufiit de remplacer, dans la demonstration ci-dessus, le theoreme 2.2.12 
par le theoreme 2.2.8. Nous obtenons le resultat suivant. 

Theoreme 3.3.16. — Soit x un point rigide d'une fibre interne ou centrale de 
I'espace X. Alors, I'anneau &x,x est un anneau local noetherien, regulier, de 
dimension n. Son corps residuel k(x) est complet, et done isomorphe a Jif(x). 
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3.4. Fibres internes 



Nous etudions ici les points des fibres internes de l'espace X, en utilisant les 
proprietes du not. Nous retrouverons, en particulier, par ce biais, les resultats 
sur les points rigides des fibres internes obtenus a la section precedente. 

Nous reprenons, ici, les notations du paragraphe 1.3, consacre au not. Soit 
m £ T,f. Rappelons que la fibre X am est l'espace affine de dimension n au-dessus 
du corps K m . D'apres le lemme 3.1.4, Papplication 

]0,+oo[ -» B' m 

Wm ■ _ 

e i-> a- m 

est un homeomorphisme. L'intervalle de definition de la trajectoire de tout point 
de la fibre X am est ]0, +oo[. Par consequent, nous disposons d'une application 

Xa m X]0,+OC[ X' m 

<Pm- , , e ■ 

Notons p2 ■ X am x ]0,+oo[ — > ]0, +oo[ Papplication de projection sur le second 
facteur. Ces differentes applications s'inscrivent dans le diagramme commutatif 
qui suit : 



X am X ]0,+oo[^^ 



m 



in 

] ,+oo[— !^^ m 
Proposition 3.4.1. — L'application ip m est un homeomorphisme. 

Demonstration. — Pour x S X' m , notons 

log(|vr(x)|) 
log(|7r m | TO ) 

L'application A est continue et, quel que soit x € X' m , nous avons 

/ \ X(x) 

ir(x) = a m v . 

II est clair que l'application ip m est bijective d'inverse 

_ x _ X' m -» X am x]0,+oo[ 
x i-> (x l / x{ - x \ tt(x)) 

Montrons que l'application ip m est un homeomorphisme. Rappelons que la to- 
pologie de X' m est, par definition, la topologie la plus grossiere qui rend continues 
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les applications de la forme 

lot . -^m — *■ R + 
1 1 " X i — ► \P{x)\ ' 

avec P G -A[T]- Pour montrer que l'application <p m est continue, il suffit done de 
montrer que, quel que soit P G A[T], l'application 

.p. . ^a m x]0,+oo[ R + 

1 |0(An ' (x,e) i-> |P(x £ )| = |P(x)| e 

est continue. Cette propriete est bien verifiee. 

De meme, la topologie sur X am x ]0,+oo[ est, par definition, la topologie la 
plus grossiere qui rend continues la projection p\ vers X am et la projection p2 
vers ]0, +oo[. II nous suffit done de montrer la composee de ip^ 1 avec chacune 
de ces deux applications est continue. C'est immediat pour l'application 

P2 ° <Pm = V'm 1 ° 7T- 

Considerons done l'application 

-1 . X a m 



pioip 



m 



X I— > X 



1/A(x) 



Pour montrer que cette application est continue, il suffit de montrer que, quel 
que soit P G K m [T], l'application 

1 |OPl °^ m : X i — ► |P(xVA(*))| = [p(x)|VA(«) 

est continue. Puisqu'une fonction qui est limite uniforme, sur tout compact, 
d' applications continues est encore continue, il suffit de montrer que les appli- 
cations de la forme \P\ op\ o (p^ 1 , avec P G A[T] sont continues. Cela decoule 
alors directement de la definition de la topologie de X' m et de la continuity de la 
projection. □ 

Un resultat similaire est valable pour la partie archimedienne de l'espace X. 
La preuve en est completement analogue et nous ne la detaillerons pas. Soit 
a G Soo- Rappelons que la fibre X atJ est isomorphe a l'espace C n si K a = C et 
a son quotient par la conjugaison complexe si K a = R. D'apres le lemme 3.1.4, 
l'application 

M - B ° 

£ I ^ d% 
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est un homeomorphisme. L'intervalle de definition de la trajectoire de tout point 
de la fibre X a<7 est ]0, 1]. Par consequent, nous disposons d'une application 

X a<T x]0,l] -> X' a 



(x,e) i — > x 



e 



Notons p2 ■ X aa x ]0, 1] — > ]0, 1] l'application de projection sur le second facteur. 
Ces differentes applications s'inscrivent dans le diagramme commutatif qui suit : 

X aa x]0,l]— 

]0, 1] K 

Proposition 3.4.2. — L'application (p a est un homeomorphisme. 

Nous deduisons de ces resultats deux corollaires topologiques. 

Corollaire 3.4.3. — Le morphisme ir est ouvert en tout point d'une fibre in- 
terne de X . 

Corollaire 3.4.4. — Tout point d'une fibre interne de I'espace X possede un 
systeme fondamental de voisinages connexes par arcs. 

Corollaire 3.4.5. — Tout point interne de X possede des voisinages flottants, 
au sens de la definition 1.3.6. 

Demonstration. — Soient a € E et x un point de X' a . Reprenons les nota- 
tions du paragraphe 1.3. Nous avons D = X' a et la structure de produit dont 
les propositions precedentes demontrent l'existence assurent que le not est une 
application ouverte. □ 

Proposition 3.4.6. — Soit b un point interne de B. Alors I'inclusion 

j b : X b ^ X 

de la fibre dans I'espace total induit un isomorphisme entre les espaces anneles 

(X b ,j^ff x )^(X b ^ Xb ). 

Demonstration. — Signalons tout d'abord qu'en depit de ce que les notations 
utilisees peuvent laisser penser les espaces topologiques sous-jacents sont, a 
priori, differents. En effet, sur l'un ce sont les valeurs absolues de polynomes 
a coefficients dans A qui doivent etre continues, et, sur l'autre, ce sont celles des 
polynomes a coefficients dans K„. Cependant, la continuite etant une propriete 
stable par limite uniforme sur tout compact, les topologies sont bien identiques. 
L'application identite definit done bien un homeomorphisme. 
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Interessons-nous, a present, aux faisceaux structuraux. Soit x € II nous 
suffit de montrer que le morphisme naturel 



i b ,x 

est un isomorphisme. Commengons par montrer qu'il est injectif. Soit / un 
element de &x,x nul dans @x h ,x- H existe un voisinage V de x dans Xb sur lequel 
la fonction / est nulle. D'apres les propositions 3.4.1 et 3.4.2, la fonction / est 
definie sur un voisinage U de x dans X de la forme 

U = {y £ , yeW,a<e<(3}, 

oil W est un voisinage de x dans V ', a un element de ]0, 1[ et (3 un element 
de ]1, +oo[. Soit z G U. II existe un element y de et un nombre reel e € ]a, (3[ 
tels que z = y £ . D'apres le corollaire 3.4.5, le point y possede des voisinages 
flottants. D'apres la proposition 1.3.10, nous avons done 

|/(*)| = |/(y)| £ = 0. 

On en deduit que la fonction / est nulle sur U et done dans l'anneau local 6x,x- 
Montrons, a present, que le morphisme entre les anneaux locaux est surjec- 
tif. Soit / € $x b ,s- II existe un voisinage compact V de x dans Xj, et une 
suite (-Rfc)fcGN d'elements de K a (T), sans poles sur V, qui converge vers la fonc- 
tion / sur V . Soit k 6 N. II existe un element de Frac(^4[T]) sans poles sur V 
qui verifie 

ll^fc - Rk\\v < 2_fc . 
Considerons le voisinage U du point x de X defini par 

U = y e V, X - < e < | 

Quel que soit k G N, la fonction Sk n'a pas de poles sur la partie compacte U. 

Soit rj > 0. II existe un entier p € N tel que, quels que soient k,l > p, nous 
ayons 

H-Rfc - Ri\\v < f]- 

Quitte a augmenter p, nous pouvons supposer que 2~ p < rj. Soit z & U. II existe 
un element y de V et un nombre reel e G [1/2,3/2] tels que z = y £ . Quel que 
soient k,l >p, nous avons alors 

\(S k -Si)(y)\ = |(^-5 ; )| £ 

< (||i? fc -^||y + 2- fe + 2-') £ 

< (3??) £ 

< max((3r ? ) 1 /2 ) ( 3r? )3/2)_ 
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Par consequent, la suite (S'fc)fceN converge uniformement sur U vers un element g 
de 3§(U) et done de G x . 

x . L'image de cet element dans l'anneau local 0x b ,x n'est 
autre que l'element /. □ 

Theoreme 3.4.7. — Soit x un point interne de X. L'anneau local @x,x est 
henselien, noetherien, regulier, excellent et de dimension inferieure a n. Le 
corps k(x) est henselien. 

Demonstration. — La proposition qui precede nous permet de nous ramener au 
cas ou l'espace de base est le spectre d'un corps, cadre dans lequel ces resultats 
sont connus. □ 



Pour finir, demontrons des resultats indiquant que l'on peut controler le bord 
de Shilov des voisinages de certains points. Commengons par rappeler quelques 
proprietes du le bord de Shilov dans le cadre des espaces analytiques sur un 
corps ultrametrique complet. 

Proposition 3.4.8 (V. Berkovich). — Soient (k,\.\) un corps ultrametrique 
complet et ||.||) une algebre k-affinoide. L'anneau de Banach ||.||) possede 
un bord de Shilov T. C'est un ensemble fini. 

Soient (k, |.|) un corps ultrametrique complet et m un entier positif. Le bord 
de Shilov de tout domaine affinoide de A™' an est contenu dans son interieur 
topologique. 

Demonstration. — La premiere partie de la proposition provient du corollaire 
2.4.5 de [1]. La seconde provient du corollaire 2.5.13 (ii) et de la proposition 
2.5.20 (que Ton applique, par exemple, en prenant comme espace affino'ide X un 
disque de rayon assez grand et comme domaine affino'ide V le domaine affinoide 
en question). □ 

Apportons une precision grace a la proposition suivante. 
Proposition 3.4.9. — Soient (k,\.\) un corps ultrametrique complet et m un 
entier positif. Soit V un domaine strictement affinoide irreductible de l'espace 
affine Y = A^' au . Notons T son bord de Shilov. En tout point 7 de T, le 
corps residuel ^(7) du corps residuel complete ^(7) est de degre de trans- 
cendance m. En particulier, en tout point 7 de V, l'anneau local Gy^ est un 
corps. 

Demonstration. — La premiere partie de la proposition decoule de la proposi- 
tion 2.4.4. (ii) de [1]. Puisque le corps =^(7) a pour degre de transcendance m, 
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le point 7 ne peut se trouver localement sur aucun ferine de Zariski de dimension 
strictement inferieure a m. L'espace Y etant reduit, on en deduit que l'anneau 
local est un corps. □ 

Remarque 3.4.10. — Ainsi que nous l'a fait remarquer A. Ducros, le resultat 
precedent vaut pour tout domaine amnoi'de de tout espace de Berkovich bon et 
reduit. 

Corollaire 3.4.11. — Soient m G X/ et b G B' m . Soit V une partie compacte 
et spectralement convexe de X contenue dans la fibre Xb qui est un domaine 
strictement affinoide irreductible de cette fibre, vue comme espace analytique 
sur J%?(b). Alors la partie V possede un bord analytique fini et algebriquement 
trivial. 

Demonstration. — Le bord de Shilov V de l'amnoi'de V est un bord analytique 
de V dans X. En effet, l'algebre amnoi'de de V contient £$(V). II suflfit ensuite 
de combiner les deux propositions precedentes avec la proposition 3.4.6. □ 

Lemme 3.4.12. — Soit (k, |.|) un corps ultrametrique complet dont la valua- 
tion n'est pas triviale. Soient m £ N, y un point de V espace Y = A™' an et U un 
voisinage de ce point. II existe r € N et P\, . . . , P r , Q\, . . . , Q r £ k[T] tels que 
la partie de Y definie par 

p| {zeY\\Pi(z)\<\Qi(z)\} 

l<i<r 

soit un voisinage strictement affinoide irreductible du point y dans U . 

Demonstration. — Soit a £ k tel que |a| € ]0, 1[. L'ensemble 

E={\a\ E «,p£Z,q£N*} 

est alors dense dans R + . Par definition de la topologie, il existe r,s G N, 
G\ , . . . , G r , Hi , . . . , H s € k [T] , u±, . . . ,u r ,v±, . . . ,v s tels que la partie 

V= P| {zeY\\Gi(z)\< Ui }n P| {zeY\\Hi(z)\>Vi} 

l<i<r l<i<s 

soit un voisinage compact du point y dans U. 

Soit i G [1, r]. II existe p G Z et q G N* tels que Ui = \a\ p ^ q . Remarquons que 

{z€Y\\Gi(z)\ <u i } = {zeY\\(a- p G q i )(z)\ < 1} . 

Par consequent, nous pouvons supposer que, quel que soit i G [1,7"], nous avons 
ui = 1. De meme, nous pouvons supposer que, quel que soit i G [l,s], nous 
avons Vi = 1. 
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Considerons un disque compact D deY qui contient le compact V. Notons s^r> 
l'algebre /c-affinoi'de associee. La partie V est un domaine rationnel de D. No- 
tons stfy l'algebre /c-affinoide associee. Considerons la composante connexe W 
de V qui contient le point x. II existe un element / de srfy qui est nul sur W et 
vaut identiquement 1 sur la reunion R des autres composantes connexes de V. 
Puisque V est un domaine rationnel de D, il existe des elements g et h de s/d 
tels que la fonction h ne s'annule pas sur V et tels que l'on ait 



z € V 



< a 



}=lf et { 



> \ot\ 



Puisque D est un disque, les polynomes sont denses dans s^d- H existe done des 
elements G et de /c[T] tels que la fonction H ne s'annule pas sur V et tels 
que l'on ait 

G 



zeV 



< a 



W. 



Pour conclure, il suffit d'ecrire le voisinage compact et connexe W du point y 
dans [/ sous la forme 

w = v n {z e y I |G(z)| < |air(z)|} . 

C'est bien un domaine strictement amno'ide de Y. II est irreductible car il est 
connexe et que l'espace analytique Y est normal. □ 

Proposition 3.4.13. — Soit m € S/. Tout point de X' m possede un systeme 
fondamental de voisinages compacts, connexes et spectralement convexes qui 
possedent un bord analytique fini et algebriquement trivial. 

Demonstration. — Soient b un point de B' m et x un point de la fibre JQ,. Soit U 
un voisinage du point x dans X. D'apres le lemme precedent, il existe r E N et 
Pi, ... , P r , Qi,...,Q r G -K" m [T] tels que la partie de Y definie par 

Vi= P| {z€Y\\Pi(z)\<\Qi(z)\} 

l<i<r 

soit un voisinage strictement amnoi'de irreductible du point y contenu dans 
l'interieur de U fl Xf, dans X^. 

D'apres la proposition 3.4.1, il existe a, (3 £ I x verifiant 0<a<l</3et tels 
que la partie 

V = {y e , yeV u ee [a, (3}} 
soit un voisinage compact et connexe du point x dans U. Remarquons que 

V= P| {zen-^hPfillPiWlKlQiWl}. 

Ki<r 
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On deduit alors du theoreme 1.2.11 et des propositions 3.1.16 et 1.2.16 que le 
compact V est spectralement convexe. 

Notons Ti le bord analytique fini et algebriquement trivial du compact V\ 
dont l'existence nous est assuree par le corollaire 3.4.11. Posons 

r = {x a , x e y 1 }\j{xP, x E Ti}. 

On deduit du corollaire 3.4.5 et de la proposition 1.3.10 que, pour tout element / 
de &(V), nous avons 

ll/llv = ll/llr 

et que la partie T est encore finie et algebriquement triviale. La partie T est 
done un bord analytique du compact V qui satisfait les proprietes voulues. □ 

Proposition 3.4.14. — Soient a un element deY,f etb un point de B a \{ao}. 
Tout point rigide de la fibre Xb possede un systeme fondamental de voisinages 
compacts, connexes et spectralement convexes qui possedent un bord de Shilov 
fini et algebriquement trivial. 

Demonstration. — Soit x un point rigide de la fibre X&. D'apres la proposition 
3.3.12 et le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que le point x est le point 
de la fibre Xb- La proposition 2.4.3 assure alors que ce point possede un syteme 
fondamental de voisinages qui sont des disques compacts au-dessus de parties 
compactes et connexes de B a \ {ao}. La discussion menee au numero 3.1.2.3 
et la proposition 3.2.23 montrent qu'une telle partie possede un bord de Shilov 
et en fournissent une description explicite. C'est en particulier un ensemble 
fini compose de points internes. On deduit de la proposition 3.4.6 qu'il est 
algebriquement trivial. □ 

Proposition 3.4.15. — Soient a un element de'Ef etb un point de B a \{ao}. 
Tout point deploye de la fibre Xb possede un systeme fondamental de voisinages 
compacts, connexes et spectralement convexes qui possedent un bord de Shilov 
fini et algebriquement trivial. 

Demonstration. — La proposition 2.4.3 assure qu'un point deploye possede un 
syteme fondamental de voisinages qui sont des couronnes compactes au-dessus 
de parties compactes et connexes de B a \ {ao}. On conclut alors comme dans la 
preuve precedente. □ 
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3.5. Dimension topologique 

Nous consacrons cette partie a l'etude de la dimension topologique de l'espace 
affine analytique X = A^' an defini au-dessus de l'anneau d'entiers de corps 
de nombres A. La notion de dimension topologique n'est agreable que lorsque 
l'espace considere est metrisable. Dans ce cas, la dimension de recouvrement 
(c/. [23], definition 1.4) et la dimension inductive forte (c/. [23], definition 1.5) 
coincident (c/. [23], theoreme II. 7). Commengons par verifier que nous nous 
trouvons bien dans cette situation. 

Theoreme 3.5.1. — L'espace analytique X = A^' an est metrisable. 

Demonstration. — Soient x un point de X et U un voisinage du point x dans X. 
Par definition de la topologie, il existe r € N, Pi,...,P r € A[T\, . . . ,T n ] et 
iti, . . . , u r , v±, . . . , v r G R tels que la partie 

V= f){y€X\ui< \Pi(y)\<Vi} 

l<i<r 

soit un voisinage du point x contenu dans U. Nous pouvons supposer que les 
nombres u±, . . . , u r ,v±, . . . , v r sont rationnels. Puisque l'ensemble A est denom- 
brable, l'ensemble des voisinages de la forme precedente est alors denombrable. 
On en deduit que l'espace X est separable. 

D'apres le theoreme 1.1.13, l'espace X est localement compact et done regulier. 
Le theoreme d'Urysohn (c/. [23], corollaire du theoreme 1.3) assure alors qu'il 
est metrisable. □ 

Nous pouvons, a present, calculer la dimension topologique de l'espace A^' an . 
Commencons par l'espace de base B = ^(A). 

Proposition 3.5.2. — La dimension topologique de l'espace B est egale a 1. 

Demonstration. — Soit a € S. La branche <r-adique B a est homeomorphe au 
segment [0,1]. Elle est done de dimension 1. D'apres [23], theoreme II. 3, nous 
avons done 

dim(B) > 1. 

En outre, nous avons 

B={J B a 

o-GS 

et ce recouvrement est denombrable. D'apres [23], theoreme II. 1, nous avons 
done 

dim^) < 1. 
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On en deduit le resultat voulu. □ 

Traitons, maintenant, le cas general. 
Proposition 3.5.3. — La dimension topologique de Vespace A^' an est egale 
a 2n + 1. 

Demonstration. — Commengons par minorer la dimension. Soit a € Xoo- D'apres 
la proposition 3.4.2, la partie X' a de X est homeomorphe a X a<j x ]0, 1]. Si cr est 
un plongement reel, la fibre X aa est homeomorphe au quotient de l'espace C n 
par Taction de la conjugaison complexe. Elle est done de dimension egale a 2n. 
Si a est un plongement complexe non reel, la fibre X aa est homeomorphe a 
l'espace C n lui-meme et est done encore de dimension egale a 2n. Dans tous les 
cas, la dimension de X' a est egale a 2n + 1. D'apres [23], theoreme II. 3, nous 
avons done 

dim(X) > 2n + 1. 
Soit k £ N*. Considerons le disque de centre et de rayon k de X : 
D(k) = {x G X\ \T(x)\ <k}. 
C'est une partie compacte de X. L'application de projection 

7T fc : D(k) B 

est continue et fermee. Soit b un point de B. Si la valeur absolue sur le corps 
residuel complete J(?(b) est archimedienne, la dimension de la fibre ir^ 1 (b) est 
egale a 2n. Si elle est ultrametrique, la fibre vr A T 1 (fe) est le disque de centre et de 
rayon k de l'espace affine de Berkovich de dimension n au-dessus du corps Jf?(b). 
D'apres [2], proposition 1.2.18, sa dimension est inferieure a n. D'apres [23], 
theoreme III. 6, nous avons 

dim(D(k)) < dim(B) + 2n < 2n + 1. 

Bien entendu, nous avons 

X= |J D(k). 

fcGN* 

D'apres [23], theoreme II. 1, nous avons done 

dim(X) < 2n + 1. 

On en deduit le resultat annonce. □ 
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3.6. Prolongement analytique 

Interessons-nous, a present, au probleme du prolongement analytique. Com- 
mengons par preciser ce que nous entendons par ce terme. 

Definition 3.6.1. — Soit (S, &s) un espace localement annele. Nous dirons 
que le principe du prolongement analytique vaut sur l'espace (S, &s) 

si, pour tout point s de S, le morphisme naturel 

<?s(S) -> S ,s 

est injectif. 

Soit T une partie de l'espace topologique S. Notons jj< : T S le morphisme 
d'inclusion. Nous dirons que le principe du prolongement analytique vaut 
sur la partie T de l'espace S s'il vaut sur l'espace (T ', j^ 1 6 g) . 

Introduisons egalement une version locale. 

Definition 3.6.2. — Soit (S, &s) un espace localement annele. Soit s un point 
de S. Nous dirons que le principe du prolongement analytique vaut au 
voisinage du point s si, pour tout voisinage U du point s dans S et tout 
element f de &${U) dont I'image n'est pas nulle dans &s,s, H cxiste un voisi- 
nage V de s dans U tel que I'image de la fonction f ne soit nulle dans aucun 
des anneaux locaux &s,t, pour t appartenant a V . 

Donnons un exemple de point verifiant cette propriete. 

Lemme 3.6.3. — Soit (S,&s) un espace analytique (au sens de la definition 
1.1.27). Soit s un point de S en lequel I'anneau local est un corps. Alors le 
principe du prolongement analytique vaut au voisinage du point s. 

Le lemme qui suit, de demonstration immediate, relie les definitions locale et 
globale de prolongement analytique. 

Lemme 3.6.4. — Soit (S, &s) un espace localement annele. Soit T une partie 
connexe de l'espace topologique S. Supposons que le principe du prolongement 
analytique vaut au voisinage de tout point de T. Alors, il vaut sur T . 

Soit s un point de S. Supposons que le point S possede un systeme fonda- 
mental de voisinages sur lesquels vaut le principe du prolongement analytique. 
Alors il vaut au voisinage du point s. 

Commencons par nous interesser au cas de l'espace de base B. 
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Proposition 3.6.5. — Le principe du prolongement analytique vaut au voisi- 
nage de tout point b de B. En particulier, il vaut sur tout ouvert connexe de 
I'espace B. 

Considerons, a present, le cas de I'espace affine de dimension n, X = A^' an . 
Commengons par nous interesser aux points internes de cet espace. L'utilisation 
du not permet d'obtenir facilement des resultats. 

Proposition 3.6.6. — Le principe du prolongement analytique vaut au voisi- 
nage de tout point interne de I'espace X . En particulier, pour tout element a 
de S, le principe du prolongement analytique vaut sur tout ouvert connexe de 
I'espace X' a . 

Demonstration. — Soient b un point interne de I'espace B et x un point de la 
fibre X^. Soient U un voisinage du point x dans X et / un element de &x{U) 
dont l'image dans l'anneau local &x,x n'est pas nul. La proposition 3.4.6 nous 
assure que l'image de / dans l'anneau local 0x b ,x differe encore de 0. Soit Vq un 
voisinage connexe du point x dans la fibre Xf,. C'est un espace analytique nor- 
mal et connexe defini sur un corps value complet. Le principe du prolongement 
analytique y vaut done. Par consequent, pour tout element y de Vb, l'image 
de la fonction / dans l'anneau local &x b ,y, et done dans l'anneau local &x,y, 
differe de 0. Les propositions 3.4.1 et 3.4.2 assurent que le point x possede un 
voisinage V dans U forme de trajectoires d'elements de Vq. Le corollaire 3.4.5 
et la proposition 1.3.10 assurent alors que, pour tout point y de V, l'image de 
la fonction / differe de dans l'anneau local &Xy D 

Nous n'irons, pour le moment, guere plus loin dans cette direction. Mention- 
nons cependant quelques resultats partiels. 

Lemme 3.6.7. — Soient V une partie ouverte de I'espace B etY une couronne 
ouverte au-dessus de V . Soit f un element de &x^X\ Notons C I 'ensemble des 
points de V qui possedent un voisinage W verifiant la propriete suivante : 

VyeX w n Y, f(y) = 0. 

La partie C est ouverte et fermee dans V . 

Demonstration. — Par definition, la partie C est ouverte dans V. II nous reste 
a montrer qu'elle est fermee dans V. 

Soit c un point de V\C. Soit y un point deploye (cf. definition 2.4.2) contenu 
dans X C C\Y. Supposons, par l'absurde, que l'image de / dans l'anneau local &x,y 
soit nulle. D'apres la proposition 2.4.3, il existe un voisinage W de c dans V tel 
que, pour tout point d de W, la fonction / est nulle sur une partie ouverte de 
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la fibre n Y. Soit d un point de W. Puisque l'espace analytique Xd n Y est 
normal et connexe, la fonction / y est identiquement nulle. On en deduit que le 
point c appartient a C, ce qui contredit l'hypothese. 

Nous avons done montre que Pimage de / dans l'anneau local Gx y n'est pas 
nulle. Supposons, tout d'abord, que le point c est un point interne ou central. 
La description explicite de l'anneau local &x y nous permet d'affirmer que le 
morphisme naturel 

est injectif. Par consequent, l'image de / dans l'anneau local &x c ,y n'est pas 
nulle. Puisque l'espace analytique X c n Y est normal et connexe, il possede 
un point z en lequel nous avons \f(z)\ > 0. En outre, nous pouvons supposer 
que le point z est deploye, car l'ensemble de ces points est dense. D'apres le 
corollaire 2.4.6, le morphisme ir est ouvert au voisinage du point z. En outre, il 
existe un voisinage du point z dans Y sur lequel la fonction / ne s'annule pas. 
On en deduit que la partie V \ C est un voisinage du point c dans V. 

Supposons, a present, que le point c est un point extreme : il existe un 
element m de Ej tel que c = a m . II existe alors un nombre reel e > tel 
que l'intervalle ]a^, a m ] soit contenu dans V. Notons 

U = 7r- 1 (]a £ m ,d m ])nY. 

D'apres la proposition 2.4.3, il existe un point de U au voisinage duquel la 
fonction / n'est pas nulle. Puisque l'ouvert U est connexe, la proposition 3.6.6 
nous assure que, pour tout point z de U, l'image de la fonction / dans l'anneau 
local @x,z n'est pas nulle. On en deduit que, pour tout element 5 de ]e, +oo[, il 
existe un point de X a z m C\Y en lequel la fonction / n'est pas nulle. En particulier, 
l'intervalle }a e m , d m ] est contenu dans V \ C. On en deduit que la partie V \ C 
est un voisinage du point c dans V. □ 

Corollaire 3.6.8. — Soient V une partie ouverte et connexe de l'espace B etY 
une couronne ouverte au-dessus de V . Soit x un point de Y en lequel le mor- 
phisme tv est ouvert. Alors le morphisme naturel 

X (Y) -» Gx, x 

est injectif. 

Demonstration. — Soit / un element de &x(Y) dont l'image dans l'anneau 
local &x,x est nulle. Puisque le morphisme tt est ouvert en x, il existe un voisi- 
nage W de ir(x) dans V tel que, pour tout point b de W, la fonction / est nulle 
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sur une partie ouverte de la fibre XbtlY. Soit b un point de W. Puisque l'espace 
analytique XbPiY est normal et connexe, la fonction / y est identiquement nulle. 

Definissons la partie C de V de la meme fagon que dans le lemme qui precede. 
Nous venons de montrer qu'elle n'est pas vide. Puisque la partie V est supposee 
connexe, nous avons necessairement l'egalite C = V. En d'autres termes, la 
fonction / est nulle en tout point de la couronne Y et done dans &x(Y). □ 



CHAPITRE 4 



DROITE AFFINE ANALYTIQUE AU-DESSUS 
D'UN ANNEAU D'ENTIERS DE CORPS DE 

NOMBRES 



Dans le chapitre precedent, nous sommes parvenu a exhiber des systemes 
fondamentaux de voisinages pour certains points de l'espace affine au-dessus 
d'un anneau d'entiers de corps de nombres et a etablir certaines proprietes des 
anneaux locaux en ces points. Notre etude reste cependant incomplete ; nous 
allons la mener a terme dans le cadre de la droite affine. 

Nous commencerons, au numero 4.1, par rappeler les resultats dont nous dis- 
posons deja et les appliquer au cas de la droite. Nous observerons notamment 
que, dans ce cadre, n'echappent a notre etude que certains points des fibres cen- 
trale et extremes, a savoir les points de type 3 et 2, auxquels nous consacrerons 
respectivement les numeros 4.2 et 4.3. 

Nous regroupons au numero 4.4 les resultats demontres jusqu'alors et prou- 
vons, en outre, la validite du principe du prolongement analytique. 

Finalement, nous montrons au numero 4.5 que le faisceau structural sur la 
droite affine analytique au-dessus d'un anneau d'entiers de corps de nombres 
est coherent. L'on sait l'importance que revet cette propriete en geometrie 
algebrique et en geometrie analytique complexe. Elle se revelera, pour nous, 
capitale au chapitre 7, puisqu'elle nous permettra d'utiliser les resultats sur les 
espaces de Stein demontres au chapitre 6. 

Dans ce chapitre, comme dans le precedent, nous fixons un corps de nombres K 
et notons A 1' anneau de ses entiers. Nous posons 

B = .Jit {A). 

Puisque nous nous interessons ici a la droite affine analytique, nous posons 
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Les faisceaux structuraux sur ces espaces seront respectivement notes et &x ■ 
Lorsqu'aucune confusion ne peut en decouler, nous les noterons simplement G . 
Nous noterons T la variable sur l'espace X. Nous designerons finalement par 

vr : X -> B 

le morphisme de projection induit par le morphisme naturel A — ► j4[T]. Pour 
toute partie V de B, nous posons 

X v =ir- 1 (V) 

et, pour tout point b de B, 

X b = TT^(b). 
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4.1. Recapitulatif 



Commencons par appliquer au cas de la droite les resultats que nous avons 
demontres pour les espaces affines. Commengons par les points rigides des fibres. 

Theoreme 4.1.1. — Soient b un point de I'espace B et x un point rigide de 
la fibre X^. Le point x possede un systeme fondamental de voisinages connexes 
par arcs dans X et le morphisme de projection tt est ouvert au point x. 

Demonstration. — Ce resultat est une consequence des propositions 3.3.11 et 

3.3.13. □ 

En ce qui concerne les proprietes de l'anneau local, nous distinguerons deux 
cas. 

Theoreme 4.1.2. — Soient b un point de I'espace B qui n'est pas un point 
extreme et x un point rigide de la fibre X^. L'anneau local Gx,x est un anneau 
de valuation discrete henselien. Son corps residuel k(x) est complet, et done 
isomorphe a Jtf?(x). 

Demonstration. — Remarquons tout d'abord que l'anneau local &B,b est un 
corps. D'apres la proposition 3.3.12, nous pouvons supposer que le point x est 
rationnel dans sa fibre. D'apres le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que 
e'est le point de cette fibre. Le theoreme 2.4.8 permet alors de ramener l'etude 
a celle de l'anneau local Lf,. D'apres les theoremes 2.2.8 et 2.2.13, ce dernier 
anneau est noetherien et factoriel. D'apres le lemme 2.2.2, son ideal maximal 
est engendre par l'element T, qui n'est pas nilpotent. La proposition 2 de [25] 
assure alors que l'anneau Lb est de valuation discrete. Le caractere henselien, 
quant a lui, decoule de la proposition 2.5.1. Le resultat concernant le corps 
residuel k(x) decoule du theoreme 3.3.16. □ 

Theoreme 4.1.3. — Soient b un point extreme de I'espace B et x un point 
rigide de la fibre X^. L'anneau local Gx,x est un anneau henselien, noetherien et 
regulier de dimension 2. Son corps residuel k(x) est complet, et done isomorphe 
a Jf{x). 

Demonstration. — Ce resultat decoule de la proposition 2.5.1 et du theoreme 

3.3.14. □ 



Pour les points internes, nous disposons de resultats complets. 
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Theoreme 4.1.4. — Soient b un point interne de I'espace B etx un point de la 
fibre Xf, qui n'est pas un point rigide. Le point x possede un systeme fondamental 
de voisinages connexes par arcs dans X et le morphisme de projection ir est 
ouvert au point x. L'anneau local Gx,x est isomorphe au corps k{x), lequel est 
henselien. 

Demonstration. — La premiere partie du resultat decoule directement des co- 
rollaires 3.4.3 et 3.4.4. La seconde decoule de la proposition 3.4.6 et du resultat 
correspondant pour la droite analytique sur un corps value complet (qui est 
alors necessairement ultrametrique) . □ 

II nous reste done a etudier les points des fibres extremes et centrale qui ne 
sont pas rigides. Rappelons que nous avons egalement demontre des resultats 
pour certains points de type 3 de ces fibres. 

Theoreme 4.1.5. — Soient b un point extreme ou central de I'espace B, a un 
element de J$?(b) et r un element de R+ \ {1}. Notons x le point i] a)T de la 
fibre X},. Le point x possede un systeme fondamental de voisinages connexes par 
arcs dans X et le morphisme de projection tt est ouvert au point x. 

Demonstration. — D'apres le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que l'element 
est nul. Le resultat decoule alors des corollaires 2.4.6 et 2.4.7. □ 

Pour decrire les proprietes de l'anneau local, nous distinguerons deux cas. 

Theoreme 4.1.6. — Soient a un element de K et r un element de R!j_ \ {1}. 
Notons x le point r/ QjT . de la fibre centrale Xq. L'anneau local &x,x est isomorphe 
au corps k(x), lequel est henselien. 

Demonstration. — Le resultat decoule du corollaire 3.2.8. 

□ 

Theoreme 4.1.7. — Soient m un element deTif, a un element de k m et r un 
element de Rl \ {1}. Notons x le point rj a ^ r de la fibre extreme X m . L'anneau 
local @x.x es t un anneau de valuation discrete d'uniformisante 7r m . Son corps 
residuel k{x) est complet, et done isomorphe a J%?(x). 

Demonstration. — D'apres le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que l'element 
est nul. Quitte a changer T en T , nous pouvons supposer que r < 1. Le resultat 
decoule alors du corollaire 3.2.6. 

□ 
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Lorsque les anneaux locaux sont des anneaux de valuation discrete, nous 
pouvons obtenir des informations supplementaires. A cet effet, nous introduisons 
une nouvelle definition. 

Definition 4.1.8. — Soient (Y, &y) un espace analytique et y un point de Y . 
Supposons que Vanneau local &y )V est un anneau de valuation discrete. Soit V 
un voisinage du point y dans Y et n un element de Gy(y\ Nous dirons que la 
fonction ir est une uniformisante forte de l'anneau 0y,y sur V s'il existe 
un nombre reel C verifiant la propriete suivante : pour tout element f de 0y(V) 
dont I'image f(y) dans 3?{y) est nulle, il existe un element g de ffyiV) tel que 

i) f = n 9 dans &y(V) ; 

a) \\g\\v < C \\f\\v- 

Remarque 4.1.9. — L'image dans l'anneau de valuation discrete &y,y d'une 
uniformisante forte est une uniformisante. 

Lemme 4.1.10. — Soit b un point de V espace B tel que Vanneau local &B,b 
soit un anneau de valuation discrete. Soit n une uniformisante de l'anneau &B,b 
et U un voisinage du point b dans B sur lequel elle est definie. Alors il existe un 
systeme fondamental "V de voisinages compacts et connexes du point b dans U 
tel que, pour tout element V de "V , la fonction ir est une uniformisante forte de 
l'anneau <@B,b sur V. 

Demonstration. — II existe un element m de Sj tel que le point b soit le 
point d m . Les descriptions explicites du numero 3.1.2.2 permettent de montrer 
que, pour tout nombre reel e > 0, la fonction 7r m est une uniformisante forte de 
l'anneau &B,a m — A m sur [a^, a m }. Le resultat pour toute autre uniformisante 
s'en deduit. □ 

Proposition 4.1.11. — Soit b un point de B qui n'est pas un point extreme. 
Notons x le point de la fibre X&. Soit V un voisinage compact et connexe du 
point b dans B dont le bord ne contient pas le point central ao- Soit t un nombre 
reel strictement positif. La fonction T est une uniformisante forte de l'anneau 
de valuation discrete &x,x sur le disque Dy{t). 

Demonstration. — Soit / un element de &(Dy(t)) dont l'image dans J4?(x) 
est nulle. D'apres la proposition 3.2.14, il existe un nombre reel r > t et une 
suite (fk)k>o d'elements de ff(V) verifiant la condition lim^+oo r fc = 

tels que Ton ait l'egalite 

k>0 



166 CHAPITRE 4. DROITE AFFINE SUR UN CORPS DE NOMBRES 

Par hypothese, nous avons f(x) = et done fo(x) = fo(b) = 0. Puisque le point b 
n'est pas extreme, l'anneau local &B,b est un corps. Par consequent, la fonction /o 
est nulle au voisinage du point b dans V. D'apres le principe du prolongement 
analytique, elle est nulle dans 0(V). Maintenant, le theoreme 3.2.16 assure que 
la serie 

fc>0 

definit un element de 0(Dy{t)). Par consequent, nous avons l'egalite 

f = Tg dans ff(D v (t)). 

D'apres le lemme 3.2.22, le disque Dy(t) possede un bord analytique Y qui 
verifie la propriete suivante : 

Vy er, \T(y)\=t. 

Soit y un point de V en lequel la fonction g atteint son maximum. Nous avons 
alors 

= TOI -1 \f(y)\ 

□ 

Corollaire 4.1.12. — Soient b un point de B qui n'est pas un point extreme 
et x un point rigide de la fibre X^. Soient tt une uniformisante de l'anneau de 
valuation discrete &x,x ei U un voisinage du point x dans X sur lequel elle 
est definie. Alors il existe un systeme fondamental "V de voisinages compacts et 
connexes du point x dans U tel que, pour tout element V de "V , la fonction tt 
est une uniformisante forte de l'anneau 6xx sur V- 

Demonstration. — D'apres la proposition 3.3.12, nous pouvons supposer que 
le point x est rationnel dans sa fibre. D'apres le lemme 3.1.22, nous pouvons 
supposer que e'est le point de cette fibre. La proposition precedente jointe 
a la proposition 2.4.3 nous permet alors de conclure lorsque l'uniformisante 
consideree est T. Le resultat pour toute autre uniformisante s'en deduit. 

□ 

Proposition 4.1.13. — Soientm un element de et r un element deR^ \ {1}. 
Soient s et t deux elements de R?j_ qui verifient s < r < t. Notons x le point r\ r 
de la fibre extreme X m . Soit e un element de R?_. Considerons la couronne 

C={ye 7r-\[a e m , a m ]) \ s < \T(y)\ < t} . 
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Lafonction 7r m est une uniformisante forte de I'anneau de valuation discrete Gx,x 
sur la couronne C. 

Demonstration. — Soit / un element de 6(C) dont l'image dans Jif(x) est 
nulle. Remarquons que I'anneau norme (6(V), ||.||v) n'est autre que I'anneau 
(A m , l-l^)- D'apres la proposition 3.2.18, il existe deux nombres reels sq et to 
verifiant < sq < s < t < to et une suite (fk)k>o d'elements de A m verifiant la 
condition limfc^ +00 \fk\ £ m r k = tels que Ton ait l'egalite 

f = ^2f k T k . 

k>0 

Par hypothese, nous avons f(x) =0 et done 

VkeN,f k (x) = f k (a m )=0. 

On en deduit que, pour tout element k de N, il existe un element g k de A m tel 
que Ton ait l'egalite 

fk = 7Tm5fc- 

En outre, pour tout element k de N, nous avons 

\dk\ra = l^mlm l/fc|rtv 

Par consequent, la serie 

k>0 

definit un element de I'anneau ff{V){s < \T\ < t) f et done de 1' anneau (7(C), 
d'apres le theoreme 3.2.19. Nous avons alors l'egalite 

/ = ir m g dans 6(C). 

D'apres le lemme 3.2.23, la couronne C possede un bord analytique T qui verifie 
la propriete suivante : 

Vy € T, |vr m (y)| = |vr m |^. 

Soit y un point de T en lequel la fonction g atteint son maximum. Nous avons 
alors 

\\g\\c = \g(y)\ 

= \* m (y)\- l \f(y)\ 
< km| m £ ll/llc 

□ 
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Corollaire 4.1.14. — Soitm un element de £f. Soienta un element de k m etr 
un element de \ {1}. Notons x le point n a)T de la fibre extreme X m . Soient tt 
une uniformisante de I'anneau de valuation discrete Gx,x et U un voisinage du 
point x dans X sur lequel elle est definie. II existe un systeme fondamental "f de 
voisinages compacts et connexes du point x dans U tel que, pour tout element V 
de y , la fonction tt est une uniformisante forte de I'anneau Gx,x sur V . 

Demonstration. — D'apres le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que le point x 
est le point r] r de la fibre X m . La proposition precedente jointe a la propo- 
sition 2.4.3 nous permet alors de conclure lorsque l'uniformisante consideree 
est 7r m . Le resultat pour toute autre uniformisante s'en deduit immediatement. 

□ 

Interessons-nous, maintenant, au bord analytique de voisinages des points. 
Nous nous contentons de rappeler ici les resultats des propositions 3.4.13, 3.4.14 
et 3.4.15. 

Proposition 4.1.15. — Soit d G Sj. Tout point de X' a possede un systeme 
fondamental de voisinages compacts, connexes et spectralement convexes qui 
possedent un bord analytique fini et algebriquement trivial. 

Proposition 4.1.16. — Soit b un point de B um \ {ao}. Tout point rigide de la 
fibre Xb possede un systeme fondamental de voisinages compacts, connexes et 
spectralement convexes qui possedent un bord de Shilov fini et algebriquement 
trivial. 

Proposition 4.1.17. — Soit b un point de B um \ {ao}- Tout point de type 3 
deploye de la fibre X^ possede un systeme fondamental de voisinages compacts, 
connexes et spectralement convexes qui possedent un bord de Shilov fini et alge- 
briquement trivial. 

Pour finir, interessons-nous au principe du prolongement analytique. 

Proposition 4.1.18. — Soit b un point de I'espace B. Soit V un voisinage 
ouvert et connexe du point b dans B. Soit r un element de I'intervalle ]0, 1[. Le 
principe du prolongement analytique vaut sur le disque Dy(r). 

Demonstration. — D'apres le corollaire 3.6.8, il suffit de montrer que le mor- 
phisme de projection tt est ouvert au voisinage de tout point du disque Dv(r). 
Ce resultat decoule des theoremes 4.1.1, 4.1.4 et 4.1.5. □ 
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Corollaire 4.1.19. — Le principe du prolong ement analytique vaut au voisi- 
nage des points rigides des fibres de I'espace X. 

Demonstration. — Soient b un point de I'espace B et x un point rigide de la 
fibre X^. D'apres la proposition 3.3.12 et le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer 
que le point x est le point de la fibre Xt,. D'apres la proposition 2.4.3, la famille 
des disques ouverts Dy{r), ou V parcourt l'ensemble des voisinages ouverts et 
connexes de b dans B et r l'intervalle ]0, 1[, est un systeme fondamental de 
voisinages du point x dans X. Nous concluons alors en utilisant le lemme 3.6.4 
et la proposition precedente. □ 

Proposition 4.1.20. — Soit b un point de I'espace B. Soit V un voisinage 
ouvert et connexe du point b dans B. Soient s et t deux nombres reels qui 
verifient la condition < s < t < 1. Le principe du prolongement analytique 
vaut sur la couronne Cv(s,t). 

Demonstration. — D'apres le corollaire 3.6.8, il suffit de montrer que le mor- 
phisme de projection tt est ouvert au voisinage de tout point de la couronne 
ouverte Cv{s,t). Ce resultat decoule des theoremes 4.1.4 et 4.1.5. □ 

Corollaire 4.1.21. — Soient b un point extreme ou central de I'espace B, a 
un element de J4?(b) et r un element de \ {1}. Notons x le point r\ a ^ r de la 
fibre X[,. Le principe du prolongement analytique vaut au voisinage du point x 
de I'espace X . 

Demonstration. — D'apres le lemme 3.1.22, nous pouvons supposer que l'element a 
de J^(b) est nul. Quitte a changer T en T , nous pouvons supposer que 
l'element r appartient a l'intervalle ]0, 1[. D'apres la proposition 2.4.3, la fa- 
mille des couronnes ouvertes Cy(s,t), ou V parcourt l'ensemble des voisinages 
ouverts et connexes de b dans B, s l'intervalle ]0, r[ et t l'intervalle ]r,l[, est un 
systeme fondamental de voisinages du point x dans X. Nous concluons alors en 
utilisant le lemme 3.6.4 et la proposition precedente. □ 

Concluons en rappelant le resultat de la proposition 3.6.6. 
Proposition 4.1.22. — Le principe du prolongement analytique vaut au voi- 
sinage des points internes de I'espace X . 
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4.2. Points de type 3 

Nous nous interessons ici aux points de type 3 des fibres extremes et centrale. 
Un changement de base va nous permettre de nous ramener au cas de points de 
type 3 deployes. A cet effet, nous allons etendre le resultat des propositions 3.3.1 
et 3.3.3. 

4.2.1. Fibres extremes 

Traitons, tout d'abord, le cas des fibres extremes. Nous commencerons par 
montrer que Ton peut preciser le resultat de changement de base obtenu a la 
proposition 3.3.1. Soit m € £/. Soit P(T) un polynome irreductible a coefficients 
dans k m . Rappelons que, quel que soit r G [0, 1], nous notons r\p^ r le point de la 
fibre X m associe a la valeur absolue 

A[T] -> R + 
F(T) i — > r v r{T)( F (T)) ' 

ou Vp(r\ designe la valuation P(T)-adique de /c m [T]. Pour a S k m et r G [0, 1], 
nous notons 

1]a,r = VT-a,r- 

Pour r £ [0,1], nous notons encore. 

T)r = V0,r = VT,r- 

Finalement, pour r £ [l,+cxo[, nous notons rj r le point de la fibre X m associe a 
la valeur absolue 

A[T] -» R + 
F(T) ^ r - dc s(F{T)) ' 

ou F(T) designe l'image du polynome F(T) dans fe m [T]. Nous avons ainsi decrit 
tous les points de la fibre extreme X m (c/. 1.1.2.2 pour la classification, avec 
demonstration, des points de la droite analytique sur un corps trivialement value 
quelconque). Les points de type 3 sont ceux pour lesquels le nombre reel r est 
different de et de 1. 

Nous noterons x = 77^0 le point rigide de la fibre X m defini par l'equation 

P(T)(x)=0. 

D'apres la proposition 3.3.1, il existe une extension finie K' de K, un point x' 
de X' = A^f n , ou A' designe l'anneau des entiers de K' , rationnel dans sa fibre, 
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tel que le morphisme naturel 

Al.an a l.an 
A' ^ A A 

envoie le point x' sur le point x et induise un isomorphisme d'un voisinage de 
x' sur un voisinage de x. Notons m' l'ideal maximal de A' correspondant au 
point tt(x') et a l'element de k m i qui correspond au point x' . Un calcul direct 
utilisant la separabilite du polynome P(T) montre que, pour tout element r de 
l'intervalle [0, 1], nous avons 

<P(lla,r) = VP,r- 

Nous devons reprendre et preciser ici les arguments de la proposition 3.3.1. 
Nous aurons besoin d'utiliser certaines proprietes du not et commengons done 
par montrer l'existence de voisinages flottants. Posons 

Y m = -Xm\^o = 7r _1 (]°0,S TO ]). 

Lemme 4.2.1. — Soient x £ Y m et e € lY m ( x )- Alors, la partie Dy m est un 
voisinage de (x,e) dans Y m x R5_. 

En particulier, tous les points de Y m ont des voisinages flottants dans Y m . 

Demonstration. — Ce resultat decoule directement de l'egalite 

D Ym =y m xR + . 

La consequence suit, par le lemme 1.3.8. □ 

Proposition 4.2.2. — Le morphisme ip induit un isomorphisme d'espaces an- 
neles d'un voisinage de 

{i]a,r, f £ [0, 1[} dans X' 

sur un voisinage de 

{i]p tr , r € [0, 1[} dans X. 

Demonstration. — Considerons le voisinage U de x dans X, la fonction R definie 
sur U verifiant P(R) = et la section a du morphisme tp au-dessus de U 
considered dans la preuve de la proposition 3.3.1. Soit V un voisinage du point x 
dans X verifiant les proprietes suivantes : 

i) V est connexe ; 

ii) la fonction R se prolonge a V et la fonction P(R) est nulle sur V ; 
Hi) la fonction P'(ct) est inversible sur tp^iV). 
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D'apres la proposition 2.5.3, la section a se prolonge alors a V et induit un 
isomorphisme d'espaces anneles sur son image. II nous suffit done de montrer 
qu'il existe un voisinage V de la partie {r/p )r , r G [0, 1[} dans X qui verifie les 
proprietes demandees. 

Commengons par la derniere propriete. Quel que soit b G B m \ Xq, le po- 
lynome P(T) est irreductible et separable sur le corps Jf?(b). Par consequent, 
tout voisinage V contenu dans B m \ Xq satisfait cette propriete. 

Passons aux deux proprietes suivantes. II existe tq G ]0, 1[ tel que le point np jro 
appartienne a U. En utilisant Pisomorphisme a et le corollaire 2.4.7, on montre 
que le point r\p^ = &~ 1 (')]a,r ) de X possede un systeme fondamental de voisi- 
nages connexes par arcs. Le lemme 4.2.1 assure que nous sommes dans les condi- 
tions d'utilisation de la proposition 1.3.10 et du lemme 1.3.11. On en deduit que 
la fonction R se prolonge sur un voisinage connexe V de l'ensemble 

TyJvp,t ) = {Vp,to> £ 6 ]0.+°°[} = {VP,r, r € ]0, 1[}. 

En outre, nous avons encore P(R) = sur V, toujours d'apres la proposi- 
tion 1.3.10. On en deduit le resultat annonce. □ 

Cet enonce nous permet de ramener l'etude des points de type 3 de la fibre 
extreme a celle des points de type 3 deployes. Nous en tirons plusieurs consequences. 

Corollaire 4.2.3. — Tout point de type 3 d'une fibre extreme possede un systeme 
fondamental de voisinages connexes par arcs. 

Demonstration. — Soient m G S t et x un point de type 3 de la fibre extreme X m . 
Supposons, tout d'abord, qu'il existe un element r > 1 tel que le point x soit le 
point r] r . Le resultat decoule alors du corollaire 2.4.7. 

Dans les autres cas, il existe un polynome irreductible P a coefficients dans k m 
et un element r de l'intervalle ]0, 1[ tel que le point x soit le point r]p !r - Dans 
ce cas, la proposition 4.2.2 nous montre que, quitte a remplacer l'anneau A par 
l'anneau des entiers d'une extension du corps K, nous pouvons supposer que le 
polynome P est de degre 1. Le resultat decoule alors du corollaire 2.4.7. □ 

De meme, en utilisant le corollaire 2.4.6, on demontre le resultat suivant. 

Corollaire 4.2.4. — Le morphisme tt est ouvert en tout point de type 3 d'une 
fibre extreme. 

Venons-en, a present, aux proprietes des anneaux locaux. 

Corollaire 4.2.5. — Soient m un element de et x un point de type 3 de 
la fibre extreme X m . L'anneau local (?x,x es t un anneau de valuation discrete 
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d'ideal maximal m Gx,x ■ Son corps residuel k(x) est complet, et done isomorphe 
a Jf(x). 

Demonstration. — Supposons, tout d'abord, qu'il existe un element r > 1 tel 
que le point x soit le point r\ r . 

Dans les autres cas, il existe un un polynome irreductible P a coefficients 
dans k m et un element r de l'intervalle ]0, 1[ tels que le point x soit le point r/p jT .. 
La proposition 4.2.2 assure que, quitte a remplacer l'anneau A par l'anneau des 
entiers d'une extension du corps K, nous pouvons supposer que le polynome P 
est de degre 1. La conclusion decoule alors du theoreme 4.1.7. □ 

En procedant de meme, nous pouvons etendre les resultats dont nous dispo- 
sons concernant les uniformisantes forte, le bord analytique des voisinages ou 
le prolongement analytique. Ces resultats decoulent du corollaire 4.1.14, de la 
proposition 4.1.17 et du corollaire 4.1.21. 

Corollaire 4.2.6. — Soient m un element de T,f et x un point de type 3 de la 
fibre extreme X m . Soient tt une uniformisante de l'anneau de valuation discrete &x,x 
et U un voisinage du point x dans X sur lequel elle est definie. II existe un 
systeme fondamental V de voisinages compacts et connexes du point x dans U 
tel que, pour tout element V de "f , la fonction tt est une uniformisante forte de 
l'anneau 0x,x sur V . 

Corollaire 4.2.7. — Soit m un element deY*f. Tout point de type 3 de la fibre 
extreme X m possede un systeme fondamental de voisinages compacts, connexes 
et spectralement convexes qui possedent un bord de Shilov fini et algebriquement 
trivial. 

Corollaire 4.2.8. — Soient m un element deY*f. Le principe du prolongement 
analytique vaut au voisinage de tout point de type 3 de la fibre extreme X m . 

4.2.2. Fibre centrale 

Etudions, maintenant, les points de type 3 de la fibre centrale. Nous menerons 
le raisonnement en suivant les memes etapes que dans le cas des fibres extremes. 
Nous commencerons done par preciser le resultat de changement de bases obtenu 
a la proposition 3.3.3. Soit Q(T) un polynome irreductible de if [T]. Quel que 
soit r E [0, 1], notons r}Q^ r le point de la fibre Xq associe a la valeur absolue 

A[T] - R + 
F(T) i — > r v Q(T)( F ( T » ' 
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ou vq(t) designe la valuation Q(T)-adique de -K"[T]. Pour a G K et r G [0,1], 
nous notons 

??a,r = VT-a,r- 
Pour r € [0,1], nous notons encore. 

r)r = V0,r = VT,r- 

Finalement, pour r £ [1, +oo[, nous notons r\ r le point de la fibre Xq associe a 
la valeur absolue 

A[T] R + 
F(T) i — > r- dc §( F ( T )) ' 

Nous avons ainsi decrit tous les points de la fibre extreme Xq (cf. 1.1.2.2 pour la 
classification, avec demonstration, des points de la droite analytique sur un corps 
trivialement value quelconque). Les points de type 3 sont ceux pour lesquels le 
nombre reel r est different de et de 1. 

Nous noterons x = ijq^q le point rigide de la fibre Xq defini par l'equation 

Q(T)(x) = 0. 

D'apres la proposition 3.3.3, il existe une extension finie K' de K, un point x' 
de X' = A^f n , oil A' designe l'anneau des entiers de K\ rationnel dans sa fibre, 
tel que le morphisme 

iP : A^f n - A^ an 

envoie le point x' sur le point x et induise un isomorphisme d'un voisinage de 
x 1 sur un voisinage de x. Notons (5 l'element de K' qui correspond au point x'. 
Remarquons que, pour tout element r de l'intervalle [0, 1], nous avons 

1>(vp,r) = VQ,r- 

Comme precedemment, enoncons un resultat assurant l'existence de voisi- 
nages flottants. Considerons la partie ouverte Y de X obtenue en enlevant les 
extremites des branches archimediennes : 

Y = X\(\J X a Y 

Lemme 4.2.9. — Soient x € Y et e G Iy(x). Alors, la partie Dy est un voisi- 
nage de (x,e) dans Y x R^. 

En particulier, tous les points de Y ont des voisinages flottants dans Y. 
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Demonstration. — Puisque e € Iy(x), le point x e est un element de Y. Nous 
avons done |2(x)| £ < 2. II existe A > e tel que Ton ait |2(x)| £ < |2(x)| A < 2. La 
partie 

{yeY\\2(y)\ <2 1 / A }x]0,A[ 
est alors un voisinage de (x,e) dans Y x R^_. □ 

Nous tirons de ce resultat les memes consequences que dans le cas des fibres 
extremes. Les preuves etant similaires, nous ne les detaillerons pas. 
Proposition 4.2.10. — Le morphisme ip induit un isomorphisme d'un voisi- 
nage de 

{vp,r, r € [0, 1[} dans X' 

sur un voisinage de 

{VQ,r, r ^ [0, 1[} dans X. 
Corollaire 4.2.11. — Tout point de type 3 de la fibre centrale possede un 
systeme fondamental de voisinages connexes par arcs. 

Corollaire 4.2.12. — Le morphisme ir est ouvert en tout point de type 3 de la 
fibre centrale. 

Corollaire 4.2.13. — Soitx un point de type 3 de la fibre centrale. En ce point, 
I'anneau local &x.x coincide avec le corps k(x), lequel est henselien. 
Corollaire 4.2.14. — Le principe du prolongement analytique vaut au voisi- 
nage de tout point de type 3 de la fibre centrale de I'espace X . 
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4.3. Points de type 2 

Pour completer notre etude de la droite analytique sur un corps de nombres, 
il nous reste a etudier les points de type 2 des fibres centrale et extremes. Sur 
ces fibres, et, de fagon generale, sur la droite analytique au-dessus de tout corps 
trivialement value, il n'existe qu'un point de type 2 : le point de GauB. 

4.3.1. Fibres extremes 

Commengons notre etude par les fibres extremes. Soit m G Xj. Notons x le 
point de GauB de la fibre extreme X m . Nous nous interessons, tout d'abord, aux 
voisinages du point x. Nous notons A£ l'ensemble des elements inversibles de 
l'anneau A m . 

Lemme 4.3.1. — Soit U un voisinage de x dans X. Alors, il existe un en- 
tier d G N, des polyndmes Pi, . . . , G ^£[-^1 et deux nombres reels a,e > 
tels que Von ait 

UD p| {y G7r- 1 (K,a m ])|l-e< \P t (y)\ < 1 + e} . 

\<i<d 

Demonstration. — Remarquons que si le resultat vaut pour un nombre fini de 
voisinages, il vaut encore pour leur intersection. Par consequent, nous pouvons 
supposer que le voisinage U est de la forme 

U = {y£X\s<\P(y)\ <t], 

avec P G A[T] et s, t € R. En effet, par definition de la topologie, tout voisinage 
du point x contient une intersection finie de voisinages de cette forme. 

Supposons, tout d'abord, que P ^ mod m. II existe alors Q £ A^[T], 
R e A m [T], avec R / mod m, et p G N* tels que 

P = Q + <i?. 

Puisque le point x appartient a U et que P(x) = 1, nous avons s < 1 < t. Par 
consequent, il existe e G ]0, 1[ tel que s < 1 — e et t > 1 + e. Soit a > tel que 

2|vr m C<l-6. 

Nous avons alors 

UD{y£X\l-e< \Q(y)\ < 1 + e} n {y G tt" 1 (ja*, a m ]) | < \R(y)\ < 2} . 
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Supposons, a present, que P = mod m. II existe alors un polynome Q 
de ^4 m [T], avec Q / mod m, et p 6 N* tels que 

P = <Q. 

Puisque le point x appartient a U et que P(x) = 0, nous avons s < < t et 
done 

U = {yeX\\P(y)\ <t}. 
Soit a > tel que 2|-7r m |^f < t. Nous avons alors 

UD {yG7T- 1 (]a",a m ])|0< |Q(y)| < 2} . 

On demontre finalement le resultat a l'aide d'une reccurence sur le nombre 
de coefficients non nuls du polynome P et en utilisant, a chaque etape, l'un ou 
l'autre des resultats precedents. □ 

Lemme 4.3.2. — Soit U un voisinage de x dans X. Alors, il existe deux en- 
tiers d, e 6 N, des polyndmes Pi, . . . , P& de A^T\, deux a deux distincts, uni- 
taires, irreductibles et dont I'image dans k m [T] est une puissance d'un polynome 
irreductible, des polyndmes Qi, . . . ,Q e de A^[T], deux a deux distincts, uni- 
taires, irreductibles et dont I'image dans k m [T] est une puissance d'un polynome 
irreductible et deux nombres reels a,e > tels que I'on ait 

u d n {y e7r_1 CC«m])||^(y)| <i + s} 

l<i<d 

n f| {ye*- 1 Qa«,a m ])\\Q j (v)\>l-e}. 

l<i<e 

Demonstration. — Comme precedemment, si le resultat vaut pour un nombre 
fini de voisinages, il vaut encore pour leur intersection. D'apres le lemme precedent, 
nous pouvons done supposer que le voisinage U est de la forme 

U = {ye7T- 1 (}a^,a Jm })\\P(y)\<l + e} 

ou 

U = {yeTT- 1 (]a«,ti m })\\P(y)\>l-e}, 

ou P est un polynome unitaire a coefficients dans A m et a et e deux nombres 
reels strictement positifs. Nous supposerons que nous nous trouvons dans le 
premier cas. Le second se traite de meme. Ecrivons le polynome P sous la forme 

P = Pi---P d , 



4.3. POINTS DE TYPE 2 



179 



oil d € N et Pi, . . . ,Pd sont des polynomes a coefficients dans A m unitaires, 
irreductibles et dont l'image dans k m [T] est une puissance d'un polynome irre- 
ductible. La factorialite de l'anneau X m [T] et le lemme de Hensel assurent l'exis- 
tence d'une telle decomposition existe. Soit i 6 Puisque le polynome Pi 

est unitaire, il verifie |Pj(a;)| = 1. Par consequent, la partie 

Ui = {y€ TT^QcCa™]) | \Pi(y)\ < (l + e) 1 '*} 
est un voisinage du point x dans X. L 'intersection 

n dj 

l<i<d 

est alors un voisinage de x dans U de la forme voulue. □ 

Proposition 4.3.3. — Soit U un voisinage du point x dans X . Alors il existe 
un voisinage ouvert W de x dans U verifiant les proprietes suivantes : 

i) la projection tt(W) est un voisinage connexe par arcs de ir(x) = a m dans B ; 

ii) la section de Gaufi o~g restreinte a tt(W) prend ses valeurs dans W ; 

Hi) pour tout point b de ir(W), la trace de la fibre Xb sur W est connexe par 
arcs. 

Demonstration. — Appliquons le lemme precedent. Le voisinage W que l'on 
obtient verifie les proprietes demandees. Les deux premieres sont immediates. 
Interessons-nous a la troisieme. Nous conservons les notations du lemme precedent 
Soit (3 un element de la, +ool. Nous voulons montrer que la trace de la fibre X p 
sur W est connexe par arcs. Soit i G Par definition, le polynome Pi est 

une puissance d'un polynome irreductible dans ^f(on)[T]. On en deduit que la 
partie 

{yex a p | \Pi(y)\ < l + e} 

est connexe par arcs. On l'obtient en effet a partir de la droite A 1 ' 3,11 B en 
coupant l'une des branches partant du point de Gaufi. De meme, quel que 
soit j € [1, e], la partie 

{yeX ai \\P j {y)\>l-e) 

est connexe par arcs. Puisque la droite analytique A ^ 3 a une structure 
d'arbre, une intersection de parties connexes par arcs Test encore. On en deduit 
que la partie W n X p est connexe par arcs. □ 

Quatre corollaires suivent. 
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Corollaire 4.3.4. — Le point de Gaufi de la fibre extreme X m possede un 
systeme fondamental de voisinages connexes par arcs. 

Corollaire 4.3.5. — Le morphisme it est ouvert au voisinage du point de Gaufi 
de la fibre extreme X m . 

Corollaire 4.3.6. — Le principe du prolongement analytique vaut au voisinage 
du point de Gaufi de la fibre extreme X m . 

Demonstration. — Soient U un voisinage du point x dans X et / un element 
de &{U) dont l'image dans l'anneau local &x,x n'est pas nulle. Considerons alors 
un voisinage ouvert W du point x contenu dans U n ir~ 1 (]ao,a m ]) et verifiant 
les proprietes de la proposition 4.3.3. 

Posons W + = W fl 7r _1 (]ao, a m [). Puisque le morphisme tt est ouvert au voi- 
sinage du point x, il existe un point interne y de W + tel que l'image de la fonc- 
tion / n'est pas nulle dans l'anneau local Gx,y Par choix de W, l'ouvert W + 
est connexe et le principe du prolongement analytique y vaut done, d'apres la 
proposition 3.6.6. On en deduit que, pour tout point z de W + , l'image de la 
fonction / dans l'anneau local 6x,z n'est pas nulle. 

Posons Wo = WnX m . Soit z un point de Wo\{x}. D'apres le theoreme 4.1.1 
et le corollaire 4.2.4, le morphisme 7r est ouvert au voisinage du point z. Par 
consequent, tout voisinage du point z contient un element de W + et l'image de 
la fonction / dans l'anneau local 6x,z ue peut pas etre nulle. Ceci conclut la 
preuve. □ 

Corollaire 4.3.7. — Le principe du prolongement analytique vaut sur tout ou- 
vert connexe de I'espace 7r _1 (]ao, a m ]). 

Demonstration. — Ce resultat decoule des corollaires 4.1.19 et 4.2.8, de la pro- 
position 4.1.22 et du lemme 3.6.4. □ 

Interessons-nous, a present, a l'anneau local. 

Proposition 4.3.8. — Soit m £ Sj. Notons x le point de Gaufi de la fibre 
extreme X m . L'anneau local &x,x est un anneau de valuation discrete d 'ideal 
maximal m^x,x- Son corps residuel k(x) est complet, et done isomorphe a 
Jf(x) = k m (T). 

Demonstration. — Nous allons definir une valuation discrete v sur l'anneau lo- 
cal ffx,x- Soit / un element de &x,x- H existe un voisinage U de x dans X 
sur lequel la fonction / est definie. Pour r E [0,1], nous noterons simple- 
ment rj r le point r\ r de la fibre extreme X m . La trace de la partie U sur la fibre 
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extreme X m est un voisinage du point x = rji dans cette fibre. Par consequent, 
il existe R £ ]0, 1[ tel que, quel que soit r £ [R, 1], on ait rj r £ U. D'apres 
la proposition 4.2.5, l'anneau local &x,r> R est un anneau de valuation discrete. 
Notons vr la valuation sur cet anneau. Nous posons alors 

K/) = M/)6NU{+oo}. 

La proposition 1.3.10 nous assure que cette quantite ne depend pas du nombre 
reel R choisi. 

Les deux proprietes suivantes sont immediates : quels que soient / et g 
dans ffx,x-, nous avons 

1- v(f + g)> mm(v(f), v(g)) ; 
2. v(fg) = v(f) + v(g). 

Nous avons egalement v(0) = +oo. Montrons que seule la fonction nulle satis- 
fait cette egalite. Soit / £ ffx,x telle que v{f) = +oo. Soit U un voisinage ouvert 
de x dans X sur lequel la fonction / est definie. D'apres la proposition 4.3.3, 
quitte a restreindre U, nous pouvons supposer qu'il verifie les proprietes sui- 
vantes : 

i) la projection ir(U) est un voisinage connexe par arcs de tt(x) = a m dans B ; 

ii) la section de Gaufi oq restreinte a tt(U) prend ses valeurs dans U ; 

Hi) pour tout point b de tt(U), la trace de la fibre Xb sur U est connexe par 
arcs. 

Soit R € ]0, 1[ tel que, quel que soit r £ [R, 1], on ait r\ r £ U. Par definition de v, 
nous avons vr(/) = +oo. Par consequent, l'image de la fonction / dans l'anneau 
local &x,r) R est nulle. II existe done un voisinage ouvert V du point tjji dans U tel 
que la fonction / soit nulle sur V. D'apres le corollaire 4.2.4, la partie Vo = 7r(V) 
est un voisinage du point extreme a m dans B. Soit c £ Vq. La fonction / est 
nulle sur un l'ouvert X c n V de X c n U. Comme ce dernier espace est normal et 
connexe, la fonction / y est identiquement nulle. Finalement, la fonction / est 
nulle sur U n Xy Q et done dans l'anneau local Gx,x- 

La propriete que nous venons de demontrer jointe a la propriete 2 impose 
a l'anneau local Gx,x d'etre integre. Considerons son corps des fractions L. 
L'application v se prolonge alors en une valuation discrete sur le corps L. Pour 
parvenir a nos fins, il nous reste a montrer les deux egalites 

0x,x = {feL\ v(f) > 0} 

et 

m^,x = {/a|«(/)>0}. 
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Remarquons que la seconde egalite decoule de la premiere et du fait que le 
generateur 7r m de l'ideal maximal m de A a pour valuation v(ir m ) = 1. D'autre 
part, pour demontrer la premiere egalite, il nous suffit de montrer que tout 
element / de &x,x verifiant v(f) = est inversible dans l'anneau Gx,x- Ce 
resultat se demontre facilement en utilisant les proprietes du not (c/. proposi- 
tion 1.3.10). En effet, soit / un element de @x,x verifiant v(f) = 0. II existe un 
nombre reel R G ]0, 1[ verifiant les proprietes habituelles tel que l'on ait vu(f) = 
0. On en deduit que la fonction / est inversible dans l'anneau local @x,r) R et 
done que \${j]r)\ ^ 0. La proposition 1.3.10 nous assure alors que Ton a 

\m\ = i/(%)i o = i. 

On en deduit que la fonction / est inversible dans l'anneau local (?x.x- 

Le corps value M'ix) est isomorphe au corps k m (T) muni de la valuation 
triviale. Le corps value k(x) qui en est un sous-corps est done complet. □ 

Lemme 4.3.9. — Soit m un element de T,f. Soient r € R^j_ \ {1} et P(T) un 
polynome unitaire, non constant, a coefficients dans A m . Quel que soit e > 0, 
posons 

W e = {y & Tr-^K.SnJ) | \P(T)(y)\ = r) . 

II existe £q > tel que, pour tout e > Eq, le compact rationnel W £ possede un 
bord analytique fini, algebriquement trivial et contenu dans la fibre X a e . 

Demonstration. — Soient K' une extension finie de K, A' l'anneau de ses entiers 
et m' un ideal maximal de A' divisant l'ideal maximal m de A. En utilisant 
la surjectivite du morphisme A^, an — > A^ an , on montre facilement que si le 
resultat enonce vaut en remplagant A par A' et m par m', alors il vaut dans la 
forme originale. Par consequent, quitte a remplacer K par une extension finie K' 
bien choisie, nous pouvons supposer que le polynome P(T) est scinde dans K m . 
Puisqu'il est unitaire et a coefficients entiers, ses racines sont entieres et il existe 
done t € N* et oti, . . . , at € A m tels que 

t 

P(T) = H(T-a i ). 

i=l 

Remarquons egalement qu'il suffit de montrer que le compact rationnel W e 
possede un bord analytique qui est contenu dans la fibre X a ^ . Les autres condi- 
tions decoulent alors du corollaire 3.4.11. 
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Supposons, tout d'abord, que r > 1. Soit e > 0. Soit y un point de W e . 
Puisque \P(T)(y) = r, il existe un element i de tel que \(T — oti)(y)\ > u. 
Quel que soit j ^ i, nous avons \{ai — <x,)(y)| < 1 < u et done \(T — ctj)(y)\ = u. 
Par consequent, nous avons egalement 

|(T - Oi)(y)\ = u. 

Reciproquement, Ton montre que 

W E = {y e Tr-^K.Om]) I \(T - ai)(y)\ = u] . 

Le resultat decoule alors de la proposition 3.2.23 et des descriptions explicites 
etablies au numero 3.1.2.3. 

Supposons, a present, que r < 1. Posons 

D = {(i,j) G {l,tf\ |a i -a i | m < l} . 
II existe Eo > tel que, pour tout couple de D, nous ayons 

I &i &j | rn ^ 

Soit e > £q. Soit y un point de W £ . Puisque \P(T)(y) = r < 1, il existe un 
element i de tel que |(T — a«)(y)| < 1. Posons 

9i = {j i | K - «ilm = 1} 

et 

Pi = {j ¥= i | l«i - a j\ra < 1} • 
Remarquons que, par definition de eo, pour tout element i de pi, nous avons 

I &i &j | tn ^ 

Supposons, par l'absurde, que |(T — aj)(y)| < r. Alors, quel que soit j £ gi, 
nous avons \(T—aj)(y)\ = 1 et, quel que soit j £ pi, nous avons \(T—atj)(y)\ < r. 
On en deduit que 

\P(T)(y)\ < r tol+1 < r, 

ce qui est impossible. 

Par consequent, nous avons \(T — ai)(y)\ > r. On en deduit que, quel que 
soit j £ gi, nous avons |(T — otj){y)\ = 1 et, quel que soit j £ Pi, \(T — aj)(y)\ = 
| (T — cti) (y) | . Par consequent, nous avons 

Reciproquement, Ton montre que, si y est un point de 7r~ 1 ([a^, a m ]) tel que 
|(T — = r x ' ($ 9i+1 \ alors y appartient a W £ . 
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Finalement, nous avons montre que 

W £ = |J {yeK-\[a^a m ])\\(T-a i )(y)\=r 1 /^+V}. 

l<i<t 

Le resultat decoule alors de la proposition 3.2.23 et des descriptions explicites 
etablies au numero 3.1.2.3. □ 

Corollaire 4.3.10. — Soit m un element de £/. Le point de Gaufi de la fibre 
extreme X m possede un systeme fondamental de voisinages compacts, connexes 
et spectralement convexes qui possedent un bord analytique fini et algebriquement 
trivial. 

Demonstration. — Notons x le point de Gaufi de la fibre extreme X m . Soit U 
un voisinage du point x dans X. D'apres le lemme 4.3.2, il existe deux en- 
tiers d, e £ N, des polynomes P±, . . . ,Pd de ^4* [T], deux a deux distincts, uni- 
taires, irreductibles et dont l'image dans A; m [T] est une puissance d'un polynome 
irreductible, des polynomes Q\,...,Q e de ^^[T], deux a deux distincts, uni- 
taires, irreductibles et dont l'image dans k m [T] est une puissance d'un polynome 
irreductible et deux nombres reels a > et e G ]0, 1[ tels que le voisinage du 
point x defini par 

V = D {y evr-^K,^]) | \Pi(y)\ <l + e} 

l<i<d 

n D {yG7r- 1 (K,a m ])||Q J (y)|>l-e} 

l<j<e 

soit contenu dans U. Le voisinage V est compact, connexe (par le meme rai- 
sonnement que dans la preuve de la proposition 4.3.3) et spectralement convexe 
(d'apres la proposition 1.2.16). Notons 

W = pi {yen-\[al,a m \)\\P i (y)\ = l + e} 

l<i<d 

n ~H {y€n- 1 ([C,a m ])\\Q j (y)\ = l-e}. 

l<j<e 

D'apres la proposition 3.4.8, cette partie compacte contient le bord de Shilov 
de l'intersection de V avec chaque fibre au-dessus de [a^, a m ]. C'est done un 
bord analytique de V. Quitte a augmenter a, d'apres le lemme 4.3.9, le compact 
rationnel V possede un bord analytique fini et algebriquement trivial. □ 

Corollaire 4.3.11. — Soit m un element de Sj. Notons x le point de Gaufi 
de la fibre extreme X m . Soient ir une uniformisante de I'anneau de valuation 
discrete Gx,x e t U un voisinage du point x dans X sur lequel elle est definie. II 
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existe un systeme fondamental "V de voisinages compacts et connexes du point x 
dans U tel que, pour tout element V de "V , la fonction ir est une uniformisante 
forte de I'anneau @x,x sur V . 

Demonstration. — Soient d,e € N, Pi,...,P^ £ A^[T], deux a deux dis- 
tincts, unitaires, irreductibles et dont l'image dans k m [T] est une puissance 
d'un polynome irreductible, Qi, ■ . ■ ,Q e £ -^mPli deux a deux distincts, uni- 
taires, irreductibles et dont l'image dans k m [T] est une puissance d'un polynome 
irreductible, a > et e G ]0, 1[. Definissons un voisinage du point x dans X par 

V = H {yGvr- 1 (K,<])||P i (y)|<l + £ } 

l<j<ci 

n f| {yeir-HK^mDWQjm^l-e}. 

l<j<e 

Nous avons montre dans le corollaire precedent que, si a est assez grand, ce que 
nous supposerons desormais, la partie V est compacte et connexe et possede 
un bord analytique T fini et algebriquement trivial. D'apres le lemme 4.3.2, il 
suffit de montrer que la fonction 7r m est une uniformisante forte de I'anneau ffx,x 
sur V. Remarquons que la fonction 7r m ne s'annule pas sur l'ensemble V. Posons 

Soit / un element de ff(V) dont l'image dans J4?(x) est nulle. Puisque l'espace 
analytique X m est normal, que la partie V H X m est connexe et que I'anneau 
local & Xm x es ^ un cor P s ) nous avons 

VyGFfl X m , f(y) = 0. 

D'apres la proposition 4.3.8, la fonction / est multiple de 7r m au voisinage du 
point x. D'apres le corollaire 4.2.5, elle Test egalement au voisinage de tout point 
de type 3 de V Pi X m . 

Soit y un point de V PI X m qui n'est pas de type 2 ou 3. C'est alors un point 
rigide de X m . La proposition 3.3.12 nous permet de supposer que c'est un point 
rationnel. En utilisant le developpement en serie de la fonction / donne par le 
corollaire 3.2.5 et le resultat concernant les points de type 3 voisins, l'on montre 
que la fonction / est multiple de 7r m au voisinage du point y. 

Soit y un point de V qui n'appartient pas a la fibre extreme X m . La fonction / 
est multiple de ir m au voisinage du point y, puisque la fonction 7r m est inversible 
au voisinage de ce point. 
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La connexite de V et le principe du prolongement analytique (c/. corollaire 
4.3.7) assurent qu'il existe un element g de ff{V) tel que Ton ait l'egalite 

f = ir m g dans 

En outre, nous avons 



\g\\ v = ||<7||r = max(|(vr m 1 /)( 7 )|) < C \\f\\ v . 

7Gr 



□ 



4.3.2. Fibre centrale 

Interessons-nous, a present, au point de Gaufi de la fibre centrale. Comme 
precedemment, nous commengons par etudier ses voisinages. C'est un probleme 
bien plus delicat que pour les fibres extremes. 

Lemme 4.3.12. — Soit (k, |.|) un corps ultrametrique complet. Soit un po- 
lyndme P(T) = X^=o a *-^* e ^[T]> avec d £ N*, quel que soit i G [0, d — 1], 
aj G k et a d E k* . Posons 



p = max 

0<i<<i-l 



a d 



Soient A, p € R verifiant la condition p > {a^l p d . Alors la partie de A fc ' an definie 
par 

U= {x€ A^ an |A< |P(x)| </x} 

est connexe par arcs. 

Demonstration. — Soit k' un corps algebriquement clos et maximalement com- 
plet contenant k. Puisque le morphisme de changement de bases A^,; an — > A^,' an 
est continu et surjectif, quitte a remplacer k par k', nous pouvons supposer 
que le corps k est algebriquement clos et maximalement complet. II existe alors 
a.\ , . . . , a<2 G k tels que 

d 

P{T)=a d JJ(T-Oi). 

i=l 

D'apres [4], proposition 3.1.2.1, quel que soit i G [l,d], nous avons 

\cti\ < p. 

Soit r > p verifiant la condition A < |a^| r d < p. Alors, nous avons 

d 

\P(Vr)\ = M II K T - = l arf l rd 
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Par consequent, le point r\ r appartient a U. 

Soit x un point de U. Puisque k est maximalement complet, il existe f3 E k et 
s E R_|_ tels que x = 77^. Soit i € [1, d] . Nous avons T — ctj = (T — /?) + (/? — ctj) 
et done 

\(T - ai)(r)p >s )\ = max(s, \(3 - 

Supposons que < r. Considerons le chemin injectif / trace sur A^,' an defini 
par 

[0,1] - A*' an 

* ^ 7?/3,tr-+(l-*)s 

II joint le point r)p >s au point r\p yT = r\ r . Si s est inferieur a r, alors, lorsque Ton 
parcourt I, la fonction \P\ croit de \P(r}p >s )\ a |P(r/ r )|. En particulier, le chemin 
reste dans U. II en est de meme si s > r. 

Supposons, a present, que \f3\ > r. Si s > \f3\, alors r)p iS = r]o )S et nous sommes 
ramenes au cas precedent. Supposons done que s < Quel que soit i € [1, d], 
nous avons 

[(T - a i )(7? j a jS )| = max(s, |/3 - Oi[) = max(s, \(3\) = |/3|. 
Le long du chemin joignant le point rjp jS au point Jy/j,^, defini par 

[0,1] -» A*' an 

* ^ *70,t|/3|+(l-t)a 
la fonction |P| est constante. Le chemin I' est done trace sur U. Nous sommes 
done ramenes au cas du point r]p^p\ = 1 ue nous avons traite precedemment. 
Nous pouvons done joindre le point rjp :S au point r\ r par un chemin trace sur U. 

□ 

Lemme 4.3.13. — Soit (k,\.\) un corps archimedien complet. Soient d E N 
et P±, . . . ,Pd des polyndmes a coefficients dans k. Alors, il existe S, T € R tels 
que, quels que soient s%, ■ ■ ■ , Srf 6 [0, S[ et t\, . . . , E ]T, +oo[, la partie de A^,' an 
definie par 

l<J<d 

est connexe par arcs. 

Demonstration. — Considerons un plongement du corps k dans le corps C. Nous 
munissons C de l'unique valeur absolue qui etend celle de k. Le morphisme 
A^ an — > A^,' an induit par le plongement precedent etant continu et surjectif, 
nous pouvons supposer que k = C. 
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Nous pouvons supposer qu'aucun des polynomes Pi, avec i G [1, d\, n'est nul. 
Notons E l'ensemble des elements (x, y, s\, . . . , s^, t±, . . . , td) de R 2 x R 2 ^ qui 
verifient la condition suivante : 

Vj G Sj < iP^x + iy)] 2 <tj. 

C'est un ensemble semi-algebrique reel. Considerons egalement l'application 

p:E^[0,l] 2d 

qui a tout element u = (x, y, si, . . . , s^, t±, . . . , t^j de E associe 

P(«)=(»i,...,-d, I ^,..., I ^). 

Cette application est semi-algebrique reelle et continue. D'apres le theoreme de 
Hardt (c/.[3], theoreme 9.3.1), il existe une partition (Ti, . . . ,T r ), avec r G N, 
de [0, l] 2d en parties semi-algebrique telle que, quel que soit k G [l,r], il existe 
un ensemble semi-algebrique et un homeomorphisme semi-algebrique 

e k :T k xF k ^p-\T k ) 

tel que l'application p o 6j soit la projection T k x F k — > T^. Notons u le point 
(0,... ,0, 1,... ,1) de [0,1]^. Pour parvenir au resulat souhaite, il suffit de mon- 
trer que le point v possede un voisinage dans [0, l) 2d au-dessus duquel les fibres 
de l'application p sont connexes. Autrement dit, il suffit de montrer que pour 
tout indice k G [1, r] tel que le point v soit adherent a la partie T k , la partie F k 
est connexe. 

Soit k G [l,r] tel que le point v soit adherent a la partie T k . D'apres le 
lemme de selection des courbes (c/. [3], theoreme 2.5.5), il existe une fonction 
semi-algebrique continue 

/ : [0, 1] - T k 

telle que /([0, 1[) C T k et /(l) = v. Puisque la fonction / est semi-algebrique, 
quitte a restreindre son intervalle de definition puis effectuer un changement 
d'echelle pour se ramener a [0,1], nous pouvons supposer que les d premieres 
fonctions coordonnees de / sont decroissantes et que les d dernieres sont crois- 
santes. Soit (x, y) un point de R 2 tel que (x, y, /(0)) G E. Quel que soit u G [0, 1[, 
nous avons alors encore (x,y,f(u)) G E. 

Soient z\, Z2 des elements de R 2 tels que (z\, /(0)) et (z2, /(0)) appartiennent 
a E. Quand les nombres s%, . . . , s^, sont assez petits et les nombres t±, . . . , td 
assez grands, les points z\ et zi appartiennent a la meme composante connexe 
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de 

P) {(x,y) eK 2 \ Sj < \Pj(x + iy)\ 2 <tj} . 

l<j<d 

On en deduit qu'il existe u G [0, 1[ tels que les points (z±, f(u)) et (22, f(u)) ap- 
partiennent a la meme composante connexe de p~ l (f(u)). Le morphisme p etant 
semi-algebriquement trivial au-dessus de les points (21, /(0)) et (z2,/(0)) 
doivent egalement appartenir a la meme composante connexe de p~ 1 (f(0))- On 
en deduit que la partie Fk est connexe, ce qui conclut la preuve. □ 

Proposition 4.3.14. — Notons x le point de Gauj] de la fibre centrale. Soit U 
un voisinage de x dans X. Alors il existe un voisinage ouvert W de x dans U 
verifiant les proprietes suivantes : 

i) la projection tt(W) est un voisinage ouvert et connexe par arcs de ir(x) = oq 
dans B ; 

ii) il existe une section topologique de ir au-dessus de ir(W) a valeurs dans W ; 

Hi) pour tout point b de ir(W), la trace de la fibre Xf, sur W est connexe par 
arcs ; 

iv) quels que soient x S W et e € [0,1], le point x £ appartient a W . 

Demonstration. — Par definition de la topologie de X, il existe un entier r G N*, 
des polynomes fi, ■ ■ ■ , f r G A[T] et un nombre reel A > tels que U contienne 
une partie de la forme 

V= p| {y£X||/ l (x)|-A< \fi(y)\ < 1/^)1 + A}. 

l<j<r 

Nous pouvons supposer que, quel que soit i € [1, dj, nous avons fi ^ 0. Alors 
V= p| {y€X\l-X<\fi(y)\<l + X}. 

l<i<r 

Nous allons montrer qu'il existe un voisinage E de oq dans B tel que le voisinage 
W = V n Xe de x dans X verifie les proprietes requises. Nous allons proceder 
en plusieurs etapes en prouvant tout d'abord le resultat au-dessus de la partie 
ultrametrique de B, puis au-dessus de chacune des branches archimediennes. 
Le resultat global en decoulera pourvu que les sections que nous aurons alors 
construites se recollent sur la fibre centrale. De fagon a en etre certain, nous 
imposerons a toutes les sections d'envoyer le point central ao sur le point de 
Gaufi rji de la fibre centrale. 
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Notons 

Bum = B m 

me£, 

la partie ultrametrique de B. On definit une section topologique ac de la pro- 
jection 7r au-dessus de B um en associant a tout point b de B um le point de Gaufi 
de la fibre Xf,. 

Soit i G [1, r]. Notons 

F i = {yeX|l-A<|/ i (y)| < 1 + A} . 

Remarquons que, quels que soient x G Vi et e G [0, 1], nous avons x e € V$. 
II existe € N* et / ij0 , • • • , /i.d; G A, avec / 0, tels que 

fi{T) ^. /•;.,•/•'. 

Posons 

C<= f| {6 G -B um | |/ij(a )| - A < \ fij(b)\ < \ fi,j(a )\ + A} . 

0<j<d % 

C'est un voisinage du point central ao de B um . La section topologique crc de tt 
restreinte a Cj prend ses valeurs dans V^. 

Notons Di l'ensemble des points de B um oil la fonction est inversible. 
Definissons alors une fonction continue pj de Di dans R+ en associant a tout 
point b de Di le nombre reel 



Pi (6) = max 

0<j<di-l 



i ■ 

d i-i 



Notons D[ le voisinage ouvert de ao dans Di defini par 

D'i = {b£Di\\ P i(b)\<l + \}. 

Finalement, choisissons Ei un voisinage ouvert et connexe par arcs de ao dans 
Ci (~1 D[. Quels que soient x G Ei et e G [0, 1], nous avons alors x e G Ei. 
Posons 

E= f) Ek 

l<i<r 

et 

W = Vn X E . 

Les premiere, troisieme et quatrieme proprietes de l'enonce sont alors clairement 
verifiees. Soit b G E = n(W). Quel que soit i G [l,r], d'apres le lemme 4.3.12 
et puisque b G D[, la partie Vi H Xf, est connexe par arcs. Puisque la fibre X}, 
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est un arbre, l'intersection VPiXb de toutes ces parties est done connexe par arcs. 

Passons maintenant aux branches archimediennes de B. Soit a G Eqo. Nous 
avons 

lim (1 - A) 1/e = et lim (1 + A) 1/e = +oo. 

e — H) e — >0 

> > 

Par consequent, d'apres le lemme 4.3.13, il existe rj > tel que, quel que 
soit e G ]0, 77 [, la partie 

n [y e A l £ I (1 - A) 1//£ < \mU < (i + A) 1 ^} 

l<i<r 

est connexe par arcs. En d'autres termes, quel que soit e G ]0, 77 [, la trace de la 
fibre X a s sur V est connexe par arcs. Le lemme 4.3.12 nous montre que la trace 
de la fibre centrale Xq = X a o sur V est egalement connexe par arcs. 

Soit a un nombre reel transcendant. Considerons l'application gq qui au 
point a% de B' a , avec e G ]0, 1], associe le point de X associe a la semi-norme 
multiplicative sur -A[T], bornee sur A, definie par 

A[T] -+ R + 
P(T) ^ |P(a)|^ 

et au point ao associe le point de GauB rjx de la fibre centrale Xq. Cette appli- 
cation oq definit une section topologique continue de la projection tt au-dessus 
de B a . 

Soit i G [1, c(|. Puisque a est transcendant, nous avons fi(a) 7^ dans K a . 
Par consequent, il existe r/j > tel que, quel que soit e G ]0,r/i[, on ait 

(l-A) 1 / £ <|/ i (a)| (T <(l + A) 1 / £ . 

Posons C = mini<i<rf(?7i). Au-dessus du voisinage [ao,a£[ de ao dans B a , la 
restriction de la section oq est a valeurs dans V. On en deduit le resultat an- 
nonce. □ 

Nous obtenons immediatement les deux corollaires suivants. 

Corollaire 4.3.15. — Le point de Gaufi de la fibre centrale possede un systeme 
fondamental de voisinages connexes par arcs. 

Corollaire 4.3.16. — Le morphisme tt est ouvert au voisinage du point de 
Gaufi de la fibre centrale. 

Interessons-nous, a present, a l'anneau local. 

Proposition 4.3.17. — Notons x le point de Gaufi de la fibre centrale. L'an- 
neau local Gx,x est un corps, canoniquement isomorphe au corps K(T). II est 



192 



CHAPITRE 4. DROITE AFFINE SUR UN CORPS DE NOMBRES 



complet pour la valeur absolue associee au point x, qui n'est autre que la valeur 
absolue triviale. 

Demonstration. — Commengons par prouver que l'anneau local &x,x est un 
corps. II suffit de montrer que son ideal maximal est reduit a (0). Soit / une 
fonction definie sur un voisinage U de x dans X et s'annulant en x. Nous voulons 
montrer que / s'annule encore au voisinage de x dans X. 

D'apres la proposition 4.3.14, il existe un voisinage ouvert W de x dans U 
verifiant les proprietes suivantes : 

i) la projection tt{W) est un voisinage ouvert connexe par arcs de ir(x) = oq 
dans B ; 

ii) il existe une section topologique de tt au-dessus de ir(W) a valeurs dans W ; 

Hi) pour tout point b de ir(W), la trace de la fibre X^ sur W est connexe par 
arcs ; 

iv) quel que soient x G W et s G [0, 1], le point x e appartient a W. 

Soit a G E. Notons W' a = WnX' a . C'est la trace de W sur la branche cr-adique 
ouverte. Soit b G tt(W^). Soit u un point rigide de W D Xb tel que l'extension 
K a = Jf?(b) — ► Jif(u) soit transcendante. Considerons l'application suivante, 
induite par le not : 

[0,1] -» X 

Son image definit un chemin continu trace sur W et joignant le point u au 
point u° de la fibre centrale. Puisque l'extension K a = J4?(b) — > J4?(u) est 
transcendante, le point u° n'est autre que le point x, le point de Gaufi de la fibre 
centrale. D'apres le lemme 4.2.9 et la proposition 1.3.10, quel que soit 9 G [0, 1], 
nous avons 

|/(i»)[ = |/(« )| = |/(«')[°. 
On en deduit que = 0. La fonction / s'annule done sur tous les points 

transcendants de WflXb- Puisque WnX^ est normal et connexe, la fonction / 
y est identiquement nulle. Nous avons done montre que la fonction / est iden- 
tiquement nulle sur W' a . La continuite de / nous permet de montrer qu'elle est 
encore nulle sur W n X a . On en deduit finalement que la fonction / est nulle 
sur W. 

Demontrons, a present, la derniere partie de la proposition. Puisque l'anneau 
local &x,x est un corps, le morphisme (?x x ~^ J^(x) est injectif. L'egalite 
Jf(x) = K(T) nous montre qu'il est egalement surjectif. □ 



4.3. POINTS DE TYPE 2 



193 



Corollaire 4.3.18. — Le principe du prolong ement analytique vaut au voisi- 
nage du point de Gaufi de la fibre centrale de I'espace X. 
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4.4. Resume 

Dans cette partie, nous regroupons les resultats que nous avons obtenu concer- 
nant la droite affine analytique sur un anneau d'entiers de corps de nombres. 
Rappelons que A designe un anneau d'entiers de corps de nombres, B = ^{A) 
son spectre analytique, X = A^ an la droite affine analytique au-dessus de A 
et 7r : X — > B le morphisme de projection. 

Theoreme 4.4.1. - i) L'espace X est localement compact, metrisable et de 
dimension topologique 3. 

ii) L'espace X est localement connexe par arcs. 

Hi) Le morphisme de projection ir : X — > B est ouvert. 

iv) En tout point x de X, I'anneau local 6x,x est henselien, noetherien, regulier, 
de dimension inferieure a 2 et le corps residuel k(x) est henselien. 

Demonstration. — Le point i) provient des theoremes 1.1.13 et 3.5.3. Le point ii) 
est obtenu en regroupant les resultats des theoremes 4.1.1 et 4.1.4 et des co- 
rollaries 4.2.3, 4.2.11, 4.3.4 et 4.3.15. Le point Hi) est obtenu en regroupant 
les resultats des theoremes 4.1.1 et 4.1.4 et des corollaires 4.2.4, 4.2.12, 4.3.5 
et 4.3.16. Le point iv) est obtenu en regroupant les resultats des theoremes 
4.1.2, 4.1.3 et 4.1.4, des corollaires 4.2.5 et 4.2.13 et des propositions 4.3.17 
et 4.3.8. 

□ 

Theoreme 4.4.2. — Le principe du prolong ement analytique vaut au voisinage 
de tout point de l'espace X. Par consequent, il vaut sur tout ouvert connexe de 
l'espace X. 

Demonstration. — II suffit de regrouper les resultats de la proposition 3.6.6, des 
corollaires 4.1.19, 4.2.8, 4.2.14, 4.3.6 et 4.3.18. La deuxieme partie provient du 
lemme 3.6.4. □ 

De ce theoreme decoulent plusieurs resultats concernant les anneaux globaux 
de fonctions holomorphes et meromorphes sur les parties connexes de la droite 
analytique X. 

Definition 4.4.3. — Nous appellerons faisceau des fonctions meromorphes 

et noterons ^ le faisceau associe au prefaisceau qui envoie tout ouvert U de X 
sur I'anneau total des fractions de I'anneau €?(U). 
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Corollaire 4.4.4. — Soient U une partie connexe de X et x un point de U. 
Le morphisme de restriction 

est injectif. 

Demonstration. — Soit s un element de *4?(U) dont l'image dans est nulle. 
Notons 

V = {y £ U \ s y = dans J% y }. 

C'est une partie non vide et ouverte de U. 

Soit y un point de U \ V. II existe un voisinage W du point y dans U et deux 
elements / et g de &(W), g ne divisant pas 0, tels que 

s = - dans JK(W). 
9 

Par hypothese, le germe s y n'est pas nul dans l'anneau local ffxy D'apres le 
theoreme 4.4.2, il existe un voisinage W' du point y dans W tel que l'image 
de la fonction / ne soit nulle dans aucun des anneaux locaux ffx,zi pour z 
appartenant a W. Soit z un element de W. D'apres le theoreme 4.4.1, iv), 
l'anneau local &x,z est integre. L'element s z de = Frac(ffx.z) n'est done 
pas nul. On en deduit que le voisinage W du point y est contenu dans U \ V. 
Par consequent, la partie V est fermee dans U. La connexite de U assure qu'elle 
est egale a la partie U tout entiere. □ 

Corollaire 4.4.5. — Soit U une partie connexe de Vespace X. L'anneau G(JJ) 
est integre et l'anneau ^(U) est un corps. 

Demonstration. — Soit x un point de U . D'apres le theoreme 4.4.2, le mor- 
phisme naturel 

est injectif. D'apres le theoreme 4.4.1, iv), l'anneau local @x,x est regulier et 
done integre. On en deduit que l'anneau ff(JJ) est integre. 

Soit s un element non nul de J%(JJ). D'apres le corollaire AAA, en tout point x 
de U l'element s x de ^ x = Frac(^x,x) est non nul et done inversible. On en 
deduit que l'element s lui-meme est inversible et done que l'anneau j#t(U) est 
un corps. □ 

Corollaire 4.4.6. — Soit U une partie connexe de I'espace X contenant le 
point de Gaufi de la fibre centrale. Alors l'anneau des fonctions meromorphes 
sur U est l'anneau des fractions rationnelles K(T). 
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Demonstration. — Notons x le point de Gaufi de la fibre centrale. D'apres la 
proposition 4.3.17, l'anneau local &x,x est canoniquement isomorphe au corps K(T). 
D'apres le corollaire 4.4.4, le morphisme de restriction 



est injectif. II est evident qu'il est egalement surjectif, ce qui conclut la preuve. 



Theoreme 4.4.7. — Soit x un point de I'espace X en lequel l'anneau local @x,x 
est un anneau de valuation discrete. Soient tt une uniformisante de <&x,x et U 
un voisinage du point x dans X sur lequel elle est definie. Alors il existe un 
systeme fondamental "V de voisinages compacts et connexes du point x dans U 
tel que, pour tout element V de "V , la fonction tt est une uniformisante forte de 
l'anneau &x,x sur V . 

Demonstration. — Nous pouvons decrire exactement l'ensemble des points en 
lequel l'anneau local est un anneau de valuation discrete : il s'agit des points 
rigides des fibres internes et centrale et des points de type 2 et 3 des fibres 
extremes. Le resultat attendu se deduit alors des corollaires 4.1.12, 4.2.6 et 



Theoreme 4.4.8. — Tout point de X um \ Xq possede un systeme fondamental 
de voisinages compacts, connexes et spectralement convexes qui possedent un 
bord analytique fini et algebriquement trivial. 

Demonstration. — On regroupe les resultats des propositions 4.1.15 et 4.1.16 



JK{U) &x,x = K{T) 



□ 



4.3.11. 



□ 



et des corollaires 4.2.7 et 4.3.10. 



□ 
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4.5. Coherence 

Dans cette partie, nous montrons que le faisceau structural Gx de la droite 
analytique X est coherent. Rappelons, auparavant, quelques definitions et no- 
tations. Fixons un espace localement annele (Y, Gy). 

Definition 4.5.1. — Un faisceau de Gy -modules & est dit de type fini si, 

pour tout point y de Y , il existe un voisinage V de y dans Y , un entier p et des 
elements Fi, . . . ,F P de ^(V) tels que, pour tout point z de V , le Gy ^-module & z 
soit engendre par les germes {F\) z , . . . , (F p ) z . 

Definition 4.5.2. — Soient V une partie ouverte de Y , & un faisceau de Gy- 
modules, q G N et Fi,...,F q 6 JP(V). On appelle faisceau des relations 

entre F\, . . . , F q , et on note ffl(F\, . . . , F q ), le noyau du morphisme de faisceau 
suivant 

q 

(ai,...,a q ) i-» y^Qi-Fi 
i=l 

Definition 4.5.3. — Un faisceau de Gy -modules & est dit coherent s'il verifie 
les deux proprietes suivantes : 

i) le faisceau & est localement de type fini ; 

ii) quels que soient I'ouvert V de Y , I'entierq et les elements F±, . . . , F q de ^(V), 
le faisceau 2%{F\, . . . , F q ) des relations entre F±, . . . , F q est localement de 
type fini. 

Venons-en, a present, a la preuve de la coherence du faisceau Gx- II est 
evidemment localement de type fini. II nous reste a etudier les faisceaux de 
relations. Commengons par un lemme. 

Lemme 4.5.4. — Soit x un point de X. Soient U un voisinage ouvert de x 
dans X, p E N* et fi,...,f p £ G{U). Notons (e\, . . . ,e p ) la base canonique 
de G v x . Supposons qu'il existe I € tel que fi^O dans &x,x- Si I'anneau 

local Gx, x est un anneau de valuation discrete ou un corps, alors il existe un 
voisinage ouvert V de x dans U tel que, quel que soit y € V, la famille 

de G Xy engendre le germe &(fi, ■ ■ ■ , f P )y 

Demonstration. — Supposons que I'anneau local &x,x est un anneau de valua- 
tion discrete. Choisissons-en une uniformisante r. Quitte a restreindre U, nous 
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pouvons supposer que r est definie sur U. Notons m le minimum des valua- 
tions des elements fi, ■ ■ ■ , f p de &x,x- Puisque l'un de ces elements n'est pas 
nul, nous avons m € N. Remarquons que, quel que soit i € nous avons 

T~ m fi € &Xx- Par choix de m, il existe j S [l,p] tel que la fonction T~ m fj soit 
inversible dans &x,x- H existe done un voisinage ouvert V de x dans U sur le- 
quel les fonctions r _m /i, . . . , T~ m f p sont definies et la fonction T~ m fj inversible. 
D'apres le theoreme 4.4.1, nous pouvons supposer que la partie V est connexe. 
Nous disposons de Pinclusion suivante entre faisceaux de ^y-modules : 



Montrons que e'est une egalite. II suffit pour cela de montrer que Pinclusion 
induit une egalite entre les germes. Soit y un point de V. Remarquons tout 
d'abord que l'image de r dans l'anneau local 0x,y n'est pas nulle. Dans le cas 
contraire, le principe du prolongement analytique (c/. theoreme 4.4.2) imposerait 
en effet a la fonction r d'etre nulle sur l'ouvert connexe V tout entier, mais 
nous savons qu'elle n'est pas nulle au voisinage du point x. Soit (ai, . . . , a p ) S 
ffl(fl, ■ ■ ■ , f P )y Nous avons alors 



D'apres le theoreme 4.4.1, l'anneau local &Xy est integre. On en deduit que 



Par consequent, nous pouvons supposer qu'il existe j € tel que la fonc- 

tion fj est inversible sur V. Soient y € V et (a\, . . . , a p ) € • • • , f P )y Nous 

avons alors 



^(r" m /i,..., 




(oi,...,o p )G^(r- m /i,... 




v 




i=l 



Pour conclure, il nous suffit de remarquer que, dans &xw nous avons 




p 
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On demontre le resultat par la meme methode lorsque l'anneau local &x,x est 
un corps. Dans ce cas, les reductions preliminaries sont inutiles et l'on passer 
directement a la derniere etape. □ 

Demontrons, finalement, le resultat attendu. 
Theoreme 4.5.5. — Le faisceau structural &x est coherent. 

Demonstration. — Soit x un point de X. Soient U un voisinage ouvert de x 
dans X, p E N* et /i, . . . ,f p S &{U). II nous suffit de montrer que le faisceau 
des relations . . . , f p ) est de type fini au voisinage du point x. 

Si les fonctions fi,...,f p sont nulles dans &x,xi alors, par le principe du 
prolongement analytique, elles sont nulles au voisinage du point x et le resultat 
est immediat. Par consequent, nous pouvons supposer qu'il existe I € tel 
que fi ^ dans G x ,x- 

Si l'anneau local &x,x est un anneau de valuation discrete ou un corps, alors 
le lemme precedent nous permet de conclure. 

II nous reste, a present, a traiter le cas ou l'anneau local 6x,x n'est ni un 
anneau de valuation discrete, ni un corps. Cela impose au point x d'etre un 
point rigide d'une fibre extreme. 

D'apres le theoreme 3.3.14, l'anneau local Gx,x est noetherien. Par consequent, 
le (^v^-module . . . , f p ) x est de type fini. II existe done un entier q £ N*, 

un voisinage ouvert V de x et des fonctions gi,...,g q E G{V) V tels que le 
^x,x-module &(fi, . . . , f p ) x soit engendre par ((gi) x , (g q ) x )- 

Puisque les fibres extremes sont des droites analytiques sur des corps trivia- 
lement values, l'ensemble de leurs points rigides est discret. Par consequent, 
l'ensemble des points de X en lequel l'anneau local est de dimension 2 forme 
une partie discrete de l'espace X. Quitte a restreindre V, nous pouvons done 
supposer que x est le seul point de V en lequel l'anneau local n'est ni un an- 
neau de valuation discrete, ni un corps. Alors, d'apres le lemme precedent, quel 
que soit y G V \ {x}, le ^?v,j/-module ^(/i, . . . , f p ) y est engendre par la famille 
(fj£i — fi e j)i<i<j<p de ^ . Par consequent, le faisceau . . . , f p ) est de 

type fini au voisinage du point x. □ 
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MORPHISMES FINIS 



Nous etudions, dans ce chapitre, quelques cas particuliers de morphismes finis 
entre espaces analytiques au sens de V. Berkovich. Exception faite du dernier 
numero, nous quittons, ici, les espaces analytiques au-dessus d'un anneau d'en- 
tiers de corps de nombres pour revenir au cadre general, au-dessus d'un anneau 
de Banach muni d'une norme uniforme. 

Le numero 5.1 est consacre aux morphismes finis au sens topologique. Nous 
nous contentons d'y rappeler les resultats classiques dont nous aurons besoin 
par la suite. 

Au numero 5.2, nous demontrons un theoreme de division de WeierstraB que 
nous qualifions de global. II permet en effet de diviser une fonction definie sur un 
disque de dimension 1 par un polynome donne, pourvu que le rayon du disque 
soit assez grand. Si nous disposons d'un anneau de Banach uniforme (gf, ||.||), 
ce theoreme nous permettra de munir de normes uniformes certaines extensions 
finies de 1' anneau s& . 

Au numero 5.3, nous nous interesserons a un cas particulier de morphisme 
fini. Un anneau de Banach ||.||) muni d'une norme uniforme etant fixe, 
nous considererons un morphisme d'une hypersurface de la droite A^ an au- 
dessus de stf vers le spectre analytique ^ de srf '. Nous accorderons une 
attention particuliere a l'image directe du faisceau structural de l'hypersurface. 
Nous decrirons ses fibres et donnerons des conditions necessaires pour qu'il soit 
coherent. 

Le numero 5.4 est de nouveau consacre a la demonstration d'un theoreme de 
division de WeierstraB. II s'agit, cette fois-ci, d'un theoreme de nature locale, 
mais qui permet d'effectuer une division au voisinage des points rigides des 
fibres, et non plus seulement rationnels. A l'aide de ce resultat, nous etudier, au 
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numero 5.5, les endomorphismes de la droite au-dessus d'un anneau de Banach 
muni d'une norme uniforme donnes par un polynome. La encore, nous nous 
interesserons particulierement a l'image directe, par ce morphisme, du faisceau 
structural de la droite. 

A ce stade du chapitre, nous aurons introduit plusieurs conditions assurant 
que les morphismes etudies jouissent de bonnes proprietes. Dans le numero 5.6, 
nous montrons qu'elles sont satisfaites lorsque l'anneau de Banach considere est 
un anneau d'entiers de corps de nombres. 

Signalons, pour finir, que nous sommes convaincu que les techniques intro- 
duces ici permettent de ramener l'etude des courbes analytiques au-dessus d'un 
anneau d'entiers de corps de nombres a celle de la droite, au moins lorsque les 
courbes en question proviennent de courbes algebriques. 
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5.1. Morphismes topologiques finis 

Avant d'etudier les morphismes du point de vue algebrique, nous allons les 
considerer du point de vue topologique. Nous obtiendrons deja ainsi plusieurs 
resultats dignes d'interet. Nous les enongons sans demonstration et renvoyons 
le lecteur interesse a [13], I, §1. 

Dans toute cette section, nous fixons deux espaces topologiques separes X 
et Y et une application ip : X — > Y. 

Definition 5.1.1. — Nous dirons que V application p : X — ► Y est un mor- 
phisme topologique fini si elle est continue, fermee et a fibres finies. 

La propriete suivante des applications fermees est immediate. Elle nous sera 
utile a de nombreuses reprises. 

Lemme 5.1.2. — Supposons que V application ip est fermee. Alors, pour toute 
partie V de Y , V ensemble 

{ip~ 1 (W), W voisinage de V dans Y} 

est un systeme fondamental de voisinages de p^iV) dans X. 
Corollaire 5.1.3. — Soit V une partie de Y . Notons 

ip v : ^(y) V 

le morphisme deduit de ip par restriction et corestriction. Soit & un faisceau 
sur X. Si I 'application ip est fermee, alors le morphisme naturel 

est un isomorphisme. 

Venons-en, maintenant, aux proprietes des morphismes topologiques finis. 

Theoreme 5.1.4. — Supposons que V application ip est un morphisme topolo- 
gique fini. Soient y un point de Y et x±, . . . , x r , avec r € N* ; ses antecedents 
par le morphisme ip. Soit 5? un faisceau en groupes abeliens sur X . Alors le 
morphisme naturel 

r 
i=l 

est un isomorphisme. 

En outre, si 5? est un faisceau de @x -modules, alors le morphisme precedent 
est un isomorphisme de Gy ^-modules. 
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Theoreme 5.1.5. — Supposons que V application ip est un morphisme topolo- 
gique fini. Soit 5?' — > ,5? — > S"" une suite exacte de faisceaux en groupes abeliens 
sur X. Alors la suite des images directes 

est encore exacte. 

Theoreme 5.1.6. — Supposons que V application ip est un morphisme topo- 
logique fini. Soit 5^ un faisceau en groupes abeliens sur X. Alors, quel que 
soit q £ N, il existe un isomorphisme de groupes naturel 

H q {X,y)~H q {Y,v*y)- 
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5.2. Theoreme de division de Weierstrafi global 

Soit (stf , ||.||) un anneau de Banach uniforme. Nous noterons B = ^({srf). 
Soient b un point de B, U un voisinage compact de b dans B et R un nombre 
reel strictement positif. Le theoreme de WeierstraB classique permet, sous cer- 
taines conditions, de diviser une serie a coefficients dans 3${U) de rayon de 
convergence superieur a R par une autre. Pour pouvoir effectuer cette division, 
il est cependant necessaire, en general, d'autoriser le voisinage U de b et de le 
rayon de convergence R a diminuer. Dans le theoreme qui suit, nous montrons 
que si le diviseur est un polynome unitaire et que le nombre reel R est assez 
grand, ces restrictions sont inutiles. 

Theoreme 5.2.1 (Theoreme de division de Weierstrafi global) 

Soient p £ N et G 6 £?[T] un polynome unitaire de degre p. Alors il existe un 
nombre reel v > verifiant la propriete suivante : pour toute partie compacte U 
de B, tout nombre reel w > v et tout element F de 3S(JJ)(\T\ < w), il existe un 
unique couple (Q,R) € (38(U)(\T\ < w)) 2 tel que 

i) R soit un polynome de degre strictement inferieur a p ; 

ii) F = QG + R. 

En outre, il existe une constante C £ R^_, independante de U , w et F, telle que 
Von ait les inegalites 

Q\\u,w < C \\F\\u, w ; 
R\\u,w < C \\F\\u,w 

Demonstration. — Notons 

p-l 

G = Tf + Y,9kT k 

k=0 

oil, quel que soit k E {0,p — 1], € srf '. Soit U une partie compacte de B. 
Soit u > 0. Tout element tp de 3§{U){\T\ < u) peut s'ecrire de fagon unique 
sous la forme 

<p = a( V )TP + /%), 

ou ot(<p) designe un element de 3§(U)(\T\ < u) et ) un element de 3§{U)\T\ 
de degre strictement inferieur hp. Remarquons, des a present, que, quel que soit 
ip € ,"33(U)(\T\ < u), nous avons 

\\<p\\u,u = \\a{tp)\\u,uU p + \\(3((p)\\u,u- 
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Considerons, a present, l'endomorphisme 

Au ^_ <%{U){\T\<u) -+ 3§{U){\T\<u) 
if i-> a(tp) G + /3(ip) 

Remarquons que, quel que soit ip 6 B8(U){\T\ < u), nous avons 

\\Au,u(<P) ~ <p\\u,u = \\at(<p) {G - T p )\\ UyU 

< \\a&)\\ UyU \\G-TP\\ UtU 

< u~ p \\<p\\u,u \\G - T p \\ UjU 

< u~ p \\<p\\u, u I ^ \\g k \\uu k 

^ \fc=0 / 

< [Yl hk\\BU k ~ p \ \\<p\\u,u 
\fc=0 / 



II existe v > tel que 



P-i 

J2\\9k\\BV k -v<-. 



k=0 

Soit w > v. On dispose alors de l'inegalite 

\\Au,w — I\\u,w < 2" 

Par consequent, 1'endomorphisme Ajj tW = I + (Au tW — I) est inversible. 

Soit F £ 3§(U){\T\ < w). II existe un unique couple (Q,R), avecQ G @{U)(\T\ < 
et R € 3&(U)[T] de degre strictement inferieur a p, tel que 

F = QG + R. 

Avec les notations precedentes, nous avons Q = a(A'^ 1 w (F)) et R = P(A'^ 1 W (F)). 
Puisque H-Ay^ — I\\u,w < 1/2, nous avons 



1=0 



On en deduit que 
et que 



\\Q\\u,w < 2v' p \\F\\us 
\\R\\u,w < 2 ||F||[/,iu. 



□ 



Soit G(T) un polynome unitaire a coefficients dans Notons p S N son 
degre. Fixons un nombre reel w > 0. Soit U une partie compacte de B. Mu- 
nissons l'algebre quotient 38(U)[T]/(G(T)) de la semi-norme residuelle ||.||c/,to,r6s 
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induite par la norme ||.||c/,i« sur &(U)[T]/(G(T)). Par definition, quel que soit F 
dans 08{U)[T\/(G(T)), nous avons 



F\\u,w,res — inf < 



, a i T * = F mod G 

Notons vq > le nombre reel dont l'existence nous est assuree par le theoreme 
precedent. Nous noterons Cq la constante associee. 

Lemme 5.2.2. — Pour tout nombre reel w > vq et toute partie compacte U 
de B, les proprietes suivantes sont satisfaites : 

i) la seuii-Tiorme \\-\\u,w,res definie sur le Quotient ^{JJ^\{F~\I {G(T^ est une 
norme ; 

ii) Vanneau &(U)[T\/(G(T)) est complet pour la norme \ \-\\u,w, res- 
Demonstration. — Soient w > vq et U une partie compacte de B. Le theoreme 5.2.1 
assure que le morphisme naturel 

®(U)[T]/(G{T)) -> ®{U){\T\ < w)/(G(T)) 

est un isomorphisme. Pour montrer que la semi- norme ||.||t/iures es t une norme 
sur le quotient 38{U){\T\ < w)/(G(T)), il suffit de montrer que l'ideal (G) est 
ferme dans l'anneau 38{U){\T\ < w) pour la norme ||.||f/,tu- Soit (H n ) n >o une 
suite d'elements de 3S{U){\T\ < w) tel que la suite (F n = GH n ) n >o converge 
vers un element F de 38(JJ)(\T\ < w). D'apres le theoreme 5.2.1, quels que 
soient n,m > 0, nous avons 

\\F n — F m \\u :W < Co \\H n — H m \\u iW . 

En particulier, la suite (H n ) n >o est de Cauchy dans 3S(U){\T\ < w). Cet espace 
etant complet, elle converge vers un element H . Nous avons alors 

F = GH G (G), 

ce qui montre que l'ideal (G) est ferme. □ 

Soit U une partie compacte de B. Puisque le polynome G est unitaire et de 
degre p, 1' application 

m{\jy &(U)[T]/(G(T)) 
p-i 

(a , . . . ,a p -i) h-> ^ Oj T % 

i=0 



210 



CHAPITRE 5. MORPHISMES FINIS 



est bijective. Nous noterons encore \\.\\u la norme definie sur 3$(U) d en pre- 
nant le maximum des normes des coefficients. Nous pouvons alors definir une 
norme ||.||f/,div sur &(U)[T\/ (G(T)) par la formule 

IMIc/,div = 

Lemme 5.2.3. — Pour tout nombre reel w > vq et toute partie compacte U 
de B, les normes \\.\\u,div et \\.\\u,w,res definies sur 38(U)[T]/(G(T)) sont equi- 
valentes. En particulier, quels que soient w±,W2 > Vq, les normes \\.\\u,w\,r6s 
et ||.||[/,uj 2 ,res definies sur £$(U)[T]/(G(T)) sont equivalentes. 

Demonstration. — Soient w > vq et U une partie compacte de B. Soit F un 
element de &(U)[T\/(G(T)). Notons (/ , . . . , f p -i) = n~ l {f) et F = Zi=o fi T ' 
dans m(U)[T\. L'image de F dans ^(U)[T]/(G(T)) n'est autre que F. Nous 
avons done 




Soit s > 0. II existe un element F x de 3§(U)[T] d'image F dans 3S(U)[T\/(G(T)) 
tel que Ton ait 

11-^1 \\u,w < 1 1 -^H U,w, res + £ - 

Observons que le reste de la division euclidienne de F\ par G est egal a Fq. 
D'apres le theoreme de division de Weierstrafi 5.2.1, nous avons done 

\\Fo \\u,w < Co < Co (||-F||c/,itj,r& + e)- 

On en deduit que 

ll-^llt/.div < max (r~ l ) \\F Q \\ Uw < max (r~ l ) C (\\F\\ Uw r& + e). 

l<i<p— 1 1<«<P— 1 

On obtient le resultat souhaite en faisant tendre e vers 0. □ 

II existe des elements go, ... , g p -\ de s/ tels que l'on ait 

p-i 

G = T p + 9k Tk d ans s/[T}. 

k=0 

Posons 

Vl = rnaxflbll 1 /^)). 

l<fc<<z 

Soit 6 un point de B. Nous noterons G(6)[T] l'image du polynome G(T) dans 
l'anneau Jf?(b)[T]. Rappelons que, d'apres la proposition 3.1.2.1 de [4] l'en- 
semble des points de la droite A^^, en lesquels le polynome G(b)[T] s'annule 
est contenu dans le disque ferme de centre et de rayon v\. 
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Posons v = max(uo, v±). Soit w > v. D'apres le lemme 5.2.2, la semi-norme 
||-||s,«),res definie sur le quotient J3 W = £/[T]/(G(T)) est une norme qui rend cet 
anneau complet. Sa definition nous assure que le morphisme naturel 

est borne. Notons 

'■ C w ► B 

le morphisme induit entre les spectres analytiques. Remarquons que le mor- 
phisme surjectif &?[T] — > J2 W induit un plongement 

C A 1,an 



Nous identifierons dorenavant C w a son image par ce plongement. Elle est conte- 
nue dans le lieu d'annulatio 
nous avons meme egalite : 



nue dans le lieu d'annulation du polynome G sur la droite A^f n . Puisque w > v\, 



Cut — "! x (E A ^ 



G(x) = o} . 



Soit U une partie compacte de B. Nous noterons £tu,w l'anneau de Ba- 
nach &(U)[T\/(G(T)) muni de la norme [ | - 1 1 C7" t<j res* morphisme naturel 

est borne et l'image de l'anneau total des fractions de £2 W est dense dans J2jj,w 
Le morphisme 

induit entre les spectres analytiques est done injectif et nous identifierons dore- 
navant l'espace ^(J2jj tW ) a son image dans C w . 

Lemme 5.2.4. — Soit w > v. Soit U une partie compacte et spectralement 
convexe de B. Alors 

^(J2 U>W ) = tp-^U) = {xe A]f n | tt(x) e U, G(x) = 0} , 
ou it designe la projection naturelle de A^ an sur B. 

Demonstration. — L'inclusion ^(J2jj iW ) D (/9~ 1 (L r ) est evidente. Reciproque- 
ment, la partie compacte U est supposee spectralement convexe. Par definition, 
cela signifie que ^({38{U)) = U. On en deduit que ^{£2u,w) est contenu 
dans 7r _1 (£7). En outre, en tout point x de ^(J2u ;W ), nous avons G(x) = 0. 
On en deduit le resultat attendu. □ 
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Nous allons, a present, demontrer un resultat permettant d'assurer que les 
normes de la forme ||.||j/,iu,res son t uniformes. A cet effet, nous introduisons une 
condition technique. Si P et Q sont deux polynomes a coefficients dans un 
anneau A, nous notons Res(P, Q) € A le resultant des polynomes P et Q. 

Definition 5.2.5. — Soit U une partie compacte de B. Nous dirons que U 
verifie la condition (Rg) si e ^ e es t spectralement convexe et s'il existe un 
sous-ensemble Tjj de U verifiant les proprietes suivantes : 

i) tout element de £8(JJ) atteint son maximum sur Tjj ; 

ii) la fonction Res(G,G') est bornee inferieurement sur Tjj par un nombre 
reel m\j > 0. 

En pratique, nous utiliserons cette definition dans les deux cas suivants : 

1. la fonction Res(G, G') ne s'annule pas sur U ; 

2. l'ensemble Tjj peut etre choisi fini et hors du lieu d'annulation de Res(G, G'). 

Lemme 5.2.6. — Soient (k, |.|) un corps value complet. Choisissons une cloture 
algebrique k de k et notons encore \.\ I'unique valeur absolue sur k qui prolonge 
celle definie sur k. Soit d G N un entier, g un polynome a coefficients dans k, 
de degre d, unitaire et separable. Notons a±, . . . , ay les racines de g dans k. Soit 
un nombre reel r verifiant 

r > max 

l<i<d 

Posons 

d(2r) d ' 2 ~ d 



D 



\Res(g,g')\' 



Alors, quel que soit f = Yli=o a iT l dans k[T], nous avons 



d-l 

y^loilr* < D max(|/(oi)|). 

Ki<d 
i=0 

Demonstration. — Puisque le polynome g est separable, les elements Qj, avec i € |1, 
sont deux a deux distincts. D'apres la formule d'interpolation de Lagrange, dans 
1' anneau k[T], nous avons done 

/co = E/K)n T " ai 



, . ctj - a>i 

3=1 i^j J 



( II 



rij=i n^j («j - «i) j= i \ k ^j i+k 

On en deduit le resultat annonce. 
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Proposition 5.2.7. — Pour tout nombre reelw > v et toute partie compacte U 
de B qui verifie la condition (Rg), la semi-norme \\-\\u,w,res es£ une norme uni- 
forme sur 38(U)[T]/(G{T)). 

Demonstration. — Soit w > v. Soit U une partie compacte de B qui verifie la 
condition (Rg)- Nous reprenons les notations de la definition 5.2.5. Le lemme 5.2.2 
nous assure que la semi-norme ||.||c/ i1Ui res est une norme sur 38(U)[T]/(G(T)). 
Notons ||.||oo la norme spectrale associee. Le lemme 5.2.4 nous fournit une des- 
cription explicite de cette norme en termes de norme uniforme sur une partie 
de la droite A^, an . Pour montrer que les deux normes sont equivalentes, il suffit 
de montrer qu'il existe une constante D € R telle que, pour tout element F 
de m{U)[T]/(G{T)), nous avons 

1 1 F 1 1 U,w,Tes — D 1 1 -P | |oo. 

Soit F un element de 3S(U)\T]/ (G(T)). Puisque le polynome G est unitaire 
et de degre p, l'element F possede un unique representant dans 38(U)[T] de la 
forme 

p-i 

F (T) = ^2a k T k , 

k=0 

avec oo, • • • , a p _i € 38 (U). 

Soit b un point de Tjj. Le resultant des polynomes G(b)(T) et G'(b)(T) n'est 
autre que l'image Res(G, G')(b) de Res(G, G') dans Jif(b). II suffit, pour s'en 
convaincre, d'utiliser la definition du resultant comme determinant de la matrice 
de Sylvester. Par hypothese, l'element Res(G, G')(b) de J4?(b) n'est pas nul et 
le polynome G(b)(T) est done separable. Notons a\, . . . , ses racines dans une 
cloture algebrique de Jt?(b). Lorsque Ton immerge naturellement la fibre 9? -1 (i>) 
dans la droite analytique A^^, l'image est exactement composee des points 
rigides qui correspondent aux classes de conjugaison sous Paction du groupe de 
Galois des racines a\, . . . ,a&. En particulier, nous avons 

max (1^(^)1) = max (\F(x)\) < WF]]^. 

l<k<d J xGifi- 1 ^) 

Remarquons, a present, que, d'apres [4], proposition 3.1.2.1 , nous avons 

max flat. I) <v\<w. 

l<k<p 

D'apres le lemme 5.2.6, nous avons done 

v^, „m * p(2w)P 2 -P „„.. p(2w)P 2 -P „„.. 

\Res(G(b),G{by)\ m v 
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Pour tout indice j 6 [l,p — 1], choisissons un point 6j de IV tel que 

\ a j(bj)\ = ™.ax( |cij (6) | ) . 



Nous avons alors 



b€U 



\\F\\u,w,tcs ^ 11-^0 \\u,w 

p-1 

< lkfellc/^ fe 

fc=0 

p— 1 p— 1 

^ EE i°fc( 6 j)k* 

j=0 k=0 

S W-r Woo- 

mu 

On en deduit que la norme ||.||f7u> r& est uniforme. □ 
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5.3. Un exemple 



Gardons les notations de la section precedente. Fixons un nombre reel w > v. 
Nous le conserverons tout au long de cette section et nous autoriserons done 
a supprimer la lettre w placee en indice, lorsque cela ne prete pas a confusion. 
Nous nous inter esserons, ici, au morphisme 



et, plus particulierement, au faisceau (p^^c- Nous montrerons que, sous cer- 
taines hypotheses, e'est un faisceau de ^-modules libre, comme dans le cadre 
classique. 

Cornmencons par montrer que le morphisme ip est un morphisme topologique 
fini, au sens de la definition 5.1.1. 

Lemme 5.3.1. — Le morphisme ip est un morphisme topologique fini. 

Demonstration. — Le fait que le morphisme <p soit continu est immediat. Puisque 
l'espace C est compact, on en deduit aussitot que le morphisme ip est egalement 
ferme. 

Pour finir, montrons que les fibres du morphisme (p sont finies. Soit b un 
point de B. La fibre ip~ l {b) est constitute de l'ensemble des elements du disque 
de centre et de rayon w de la droite en lesquels le polynome H(b) 

s'annule. Puisque ce polynome est unitaire, il n'est pas nul et l'ensemble <p~ 1 (6) 
est fini. □ 

Soit b un point de B. Notons ci, . . . ,c r , avec r € N*, ses antecedents par le 
morphisme (p. Nous supposerons qu'il existe un syteme fondamental Si de voi- 
sinages de b dans B forme de parties compactes qui verifient la condition [Rq). 

Soient U un element de M. Nous allons construire un morphisme 



Rappelons que l'anneau £${<p 1 {U)) est un sous-anneau de l'anneau 
des fonctions 



ip:C ^ B 



induit par le morphisme 



£f -» srf[T]/(G(T)) = £ 



rpu : m{U)[T]/{G{T)) -> ^~\U)). 



(£0 
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qui verifient f(x) G J4?(x), quel que soit x G ip 1 {U). D'apres le lemme 5.2.4, 
nous avons 

J?mU)[T)/(G{T)))=v-\U). 
Cette remarque nous per met de construire un morphisme 



1pU,c ■ 



&(U)[T\/(G(T)) - n^\U)) 

F i-> (x G if^iU) i-» F(x) G ' 



Lemme 5.3.2. — L'image du morphisme ipu,c est contenue dans £$((p 1 (U)). 

Demonstration. — Soit F un element de 38(U)[T]/(G(T)). D'apres le theoreme 5.2.1, 
il existe un element 

p-i 

F = Y,hT k e^(U)[T] 

k=0 

verifiant les conditions suivantes : 
i) F = F dans S8(U)[T]/{G(T)) ; 

*V ||^b||l/,iu < C ||-f , ||l/,iu,r&- 

Soit A; G [0,p — 1]. Par definition de 38 (JJ), il existe une suite {pk,n)n>o d'elements 
de si et une suite (qk, n )n>o d'elements de si ne s'annulant pas sur U telles que 
la suite (pk,n/Qk,n)n>o converge vers dans 88{U) pour la norme ||.||cr- 
Pour n G N, posons 

Pn = $>*,„ \]\%n\ T k G Jf(U)[T]. 

|| Qk,n k=0 \ljik ) 

0<k<p-l 

Son image modulo G(T) definit un element de Jf (<p~ l \U)) , que nous note- 
rons Q n . Quel que soit n G N et quel que soit x G tp~ l {U), nous avons 



\Q n {x)-F x \ = \P n (x) - F (x)\ 



< 



p-1 / \ 

Pk,n\ x ) r i \ 

Jk{x) 



E 

fc=0 

p-i 

E 



< 

fc=0 



Pk,n j> 

Jk 

Qk,n 



\T k (x) 



\rp\\k 

I 1 \\ V -^U)- 



On en deduit que la suite (Q n )n>o d'elements de Jff (ip~~ l {U)) converge vers 
l'element ipu tC (F) pour la norme 1 1 - 1 1 v?— 1 (C) - P ar consequent, l'element ipu,c(F) 
appartient a ^(^j -1 (£/")). 

□ 
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Notons 

1>u:a(U)[T\/(G(T))^/g(<p- l (U)) 
le morphisme deduit de ipu.c par corestriction. 
Proposition 5.3.3. — Le morphisme ipjj est un isomorphisme. 

Demonstration. — D'apres la proposition 5.2.7, la norme ||.||y W r& definie sur 
&(U)[T]/ (G(T)) est equivalente a sa norme spectrale et, d'apres le lemme 5.2.4, 
cette norme spectrale n'est autre que la norme uniforme sur ip~ l {U). Le caractere 
injectif du morphisme s'en deduit aussitot. 

Soit F un element de ^(i/? -1 ([/)). Par definition, il existe une suite (P n )n>o 
d'elements de =2 et une suite (Q n )n>o d'elements de £! ne s'annulant pas sur (^~ 1 ([7) 
telles que la suite {P n /Qn)n>o converge vers F pour ||.||[/,«>,res- Soit n € N. No- 
tons Pu, n et Qu,n les images respectives de P n et Q n dans £}{j. Par hypothese, 
l'element Qu,n n e s'annule pas sur </? _1 (C7) = ^{J2u). D'apres le corollaire 1.2.4 
de [1], il est done inversible dans La suite (Pu,nQij l n )n>o de £H\j est de Cau- 
chy dans Elle converge done vers un element de dont l'image par le 
morphisme tpu est l'element F dont nous sommes partis. □ 

Nous disposons done, a present, d'un isomorphisme 

fa : lim &(U)[T\/{G(T)) ^ lim ^(^{U)) ^ Km (U)), 

oil % designe l'ensemble des voisinages du point b dans B. En effet, la premiere 
fleche est un isomorphisme en vertu de la proposition qui precede et la seconde 
grace au fait que l'ensemble M est, par hypothese, cofinal dans % . 

Pour tout element U de ^ , la partie (/? — 1 (C7) est un voisinage de la fibre 
dans C. Nous disposons done d'un morphisme de restriction 

r 

Xb : ?ig#(¥>- 1 (E0)->n^,c 4 - 

Ue<& i=i 

Lemme 5.3.4. — Le morphisme Xb es t injectif. 

Demonstration. — Ce resultat decoule directement du lemme 5.1.2. □ 

Interessons-nous, a present, a la surjectivite du morphisme Xb- Pour cela, il 
nous faut introduire une nouvelle condition. Rappelons que, pour tout point b 
de B, nous notons n{b) = ^B,b/^b le corps residuel du point b et que le 
corps J4?(b) est son complete pour la valeur absolue associee a b. 
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Definition 5.3.5. — Nous dirons qu'un point b de B satisfait la condition (Ig) 

si tout facteur irreductible dans k(6)[T] du polyndme G(T) reste irreductible 
dans Jt?(b)[T}. 

Nous supposerons desormais que le point b satisfait la condition (Ig)- Remar- 
quons que tel est toujours le cas si le polynome G(b)(T) est irreductible (ou, 
de maniere equivalente, si r = 1). Dans l'anneau J$?(b)[T], ecrivons l'image du 
polynome G(T) sous la forme 

r 

G(b)(T)=l[h l (TT>, 

8=1 

ou r est un entier strictement positif, hi, . . . ,h r sont des polynomes irreductibles 
et unitaires a coefficients dans Jf?(b) et rai, . . . , n r des entiers strictement positifs. 
Les points ci, . . . , c r de C sont done les points de la droite A_^\ dermis par 
l'annulation des polynomes h±, . . . ,h r . Quitte a changer l'ordre des polynomes, 
nous pouvons supposer que, quel que soit i £ [l,r], le point Cj est defini par 
l'equation hi = 0. 

La condition (Ig) assure que la decomposition en produits de facteurs irre- 
ductibles du polynome G(T) dans k(6)[T] et dans J4?(b)[T\ est identique. On en 
deduit que, quel que soit i € le polynome hi est a coefficients dans n(b). 

D'apres la proposition 2.5.1, l'anneau local &Bb es t henselien. Par consequent, il 
existe des polynomes H±, . . . ,H r unitaires a coefficients dans Gb$> qui verifient 
les proprietes suivantes : 

r 

1. G = 11 Hi dans B)b [T] ; 

i=l 

2. quel que soit i € nous avons Hi(b) = h™ 1 dans Jtf?(b)[T\. 

Lemme 5.3.6. — II existe un voisinage W\ de c\ dans C , . . . , un voisinage W r 
de c r dans C tels que, quel que soit j £ [l,r] et quel que soit e > 0, il existe une 
fonction F J>e G JfT(W), avec 

W= |J Wi 

l<i<r 

verifiant les proprietes suivantes : 

ii) quel que soit i ^ j, H-f^sHwi ^ e - 

Demonstration. — II suffit de demontrer le resultat independamment pour cha- 
cun des indices j £ [1, r]. Le resultat attendu s'en deduit en considerant, pour 
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chaque indice i € [1, r], l'intersection des ouverts Wi construits et en restrei- 
gnant les fonctions Fj iE . 

Soit j G [1, r], II existe un voisinage V de b dans £> tel que les fonctions 
.Hi, . . . , H r appartiennent a £§(y)\T\. Choisissons des voisinages compacts W\ 
de ci, . . . , W r de c r dans (p~ l (V), deux a deux disjoints. Quitte a restreindre ces 
voisinages, nous pouvons supposer que, quel que soit k £ la fonction 

ne s'annule pas sur la partie compacte Wi, pour i ^ k. II existe alors deux 
nombres reels m, M > tels que, quel que soit k S [1, r] et quel que soit i k, 
nous ayons 

m < mm(\H k (x)\) < \\H k \\ Wi < M. 

Remarquons que nous pouvons restreindre les voisinages Wi, avec i € [l,r], 
sans changer les valeurs des constantes m et M. En particulier, nous pouvons 
supposer que nous avons 



1 

\\UjWWj < 

et, quel que soit i ^ j 



H j\\w < ^rn r 1 



\\Hi\\ Wi < ^mM 2 ~ r . 

Par densite de Jff{W) dans 38(W) D &(V)[T], nous pouvons supposer qu'il 
existe des elements K\, . . . , K r de J(f(W) qui verifient les memes inegalites que 
H i , . . . , H r . 

Soit N € N*. Montrons que la fonction = + Yii^j ne s'annule 
pas sur W. Sur Wj, tout d'abord, nous avons 



et 



xevy, \ - LJ - I - LJ -xew. 



On en deduit que 

m 7V(r-l) 



mm 



(\D N (x)\)>(l-2~ N )m N ^> 

XizVVj 

Soit i ^ j. Nous avons 



minfljrf (x)|) > m ff 



et 



< 2~ N m N M N ^M N ^ < 2~ N rn N . 
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On en deduit que 



min {\D N (x)\) > (1 - 2~ N )m N > * 



N 



x&Wi ~ 2 

En particulier, I'element de Jff{W) est inversible. 

Considerons I'element F/v = D^ 1 Yl^j de J(f(W). II verifie 

\\F N - l\\ Wj = WD- 1 Kf\\ w . < 2m~ N ^ 2~ N m N ^) < 2^ N 

et, quel que soit i ^ j, 

\\F N \\ Wi < 2m~ N 2~ N m N M N ^M N ^ < 2 1 ~ JV . 

Quel que soit e > 0, quitte a choisir un nombre entier N assez grand, I'element Fn 
verifie les proprietes demandees. □ 

Lemme 5.3.7. — Le morphisme Xb es t surjectif. 

Demonstration. — II suffit de montrer que, quel que soit i £ [l,r] et quel que 
soit / dans &c,ci, il existe un element F de lim ^, £$(ip~ l {U)) dont l'image 
dans &c,a est egale a / et l'image dans Gc,cj, pour tout j ^ i, est nulle. 

Soient i £ [1, r] et / G ^c,c,' H existe un voisinage de c* dans C sur lequel la 
fonction / est definie. Quitte a restreindre ce voisinage, nous pouvons supposer 
qu'il existe une suite (p n )n>o d'elements de i? et une suite (q n )n>o d'elements 
de i? qui ne s'annulent pas sur V{ tels que la suite (p n /Qn)n>o converge vers / 
pour la norme ||.||v< • 

Nous reprenons, a present, les notations du lemme precedent. Quitte a res- 
treindre le voisinage V%, nous pouvons supposer qu'il est compact et contenu 
dans Wi. Nous noterons 

v = v i u[\Jw J 

Soit n € N. II existe un nombre reel m > tel que, quel que soit x dans Vi, nous 
ayons |g n (^)| > m et un nombre reel M > m tel que ||pn||v < M et ||9n||v — M. 
Posons 

_ m 1 X n 1 

n = 2»(r + l)M - 7+1 6t Mn = M ~ M(r + 1) ' 
Considerons I'element de J^(V) defini par 

Qn = Fi,[inQri + y ] -^i,A„- 

Montr ons qu'il ne s'annule pas sur W. Quel que soit x £ VJ, nous avons 

|Qn(s)| > |F^(x) gn (x)| - ^ |F i>An (x)| > 1 " — > 



r + 1 r + 1 
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Soit j ^ i. Quel que soit x € Wj, nous avons 

\Qn(x)\ > \F jM (x)\ - \F^ n (x)q n (x)\ - J2 \Fk,X n (x)\ > — 

On en deduit que Q n est inversible dans JfiV). Considerons, a present, l'element 
de J^(V) defini par 

Rn = Fi,)j.nPnQri • 

Quel que soit j 7^ i, nous avons 

77! 



\Rn\\ Wj < 2n M 2 {r + r 



, ,/ \ m 1 
M(r + 1) < < — 



Au-dessus de Vi, nous avons 

Pn Pn 



-Kn 



QnQr 



,/J.nQn ~Qn) 



Pn 
QnQr 



£3 



On en deduit que 



^ M(r + 1) (r — l)m r — 1 



m 2 n (r + 1)M ~ 2 r < 

On deduit de ces inegalites que la suite (R n ) n >o converge pour la norme ||.||y 
vers la fonction qui coincide avec / sur Vi et qui est nulle sur Wj, quel que 
soit j i- □ 

Venons-en, maintenant, a la description de l'anneau local (<p*0c)b- H nous 
suffit pour cela de regrouper les resultats obtenus precedemment. 

Theoreme 5.3.8. — Soit b un point de B. Supposons que le point b verifie la 
condition (Iq) et possede un systeme fondamental de voisinages compacts qui 
satisfont la condition (Rg)- Alors le morphisme 

v 

[ao, ■ ■ ■ , a p -i) 

est un isomorphisme de 0B,b-modules. 
Demonstration. — Notons 



i=0 



fp 

B,b 



0b- 



(«0, • • • ! %>-l) 



,b[T}/(G(T)) 
v 



i=0 



C'est un isomorphisme, car le polynome G(T) est unitaire et de degre p. 
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Notons 7;, le morphisme naturel 

lb : B ,b[T]/(G(T)) lim m{U)[T)/{G{T)). 

II est bien defini car Si est, par hypothese, un systeme fondamental de voisinages 
du point b dans B et c'est egalement un isomorphisme. 
Notons 5b le morphisme induit par la restriction 

r 

5 b ■■Y[0c,c i -> (<p*0c)b- 

i=l 

D'apres le theoreme 5.1.4, c'est encore un isomorphisme. 

Avec les notations precedentes, le morphisme se decompose de la fagon 
suivante : 

«fe = h o Xb ° Tpb ° lb ° Pb- 
Nous avons demontre plus haut que les morphismes Xb et i^b son t des isomor- 
phismes. On en deduit le resultat attendu. 

□ 

Nous tirons immediatement les consequences de ce resultat en termes globaux. 

Corollaire 5.3.9. — Supposons que tout point de B verifie la condition (Iq) et 
possede un systeme fondamental de voisinages compacts qui satisfont la condi- 
tion (Rg)- Alors, le morphisme 

V 

(a ,...,a p _i) i ^ ai T% 

i=0 

est un isomorphisme de Ob -modules. En particulier, pour toute partie V de B, 
le morphisme naturel 

ff B {V)[T]/{G{T))^&c^-\V)) 

est un isomorphisme. 

Demonstration. — La premiere partie du resultat decoule immediatement du 
theoreme precedent. On en deduit que, pour toute partie V de B, le morphisme 
naturel 

t? B (V)[T]/(G(T)) - {<p*ff c ){V) 
est un isomorphisme. II nous reste a remarquer que le morphisme naturel 

(<P*0c)(V)= lim 0c(<p-\V))^ I™ C (W) = ff C {v~\V)) 
TT UDV . mr'OO 

U ouvert w ouvcrt 
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est un isomorphisme. En effet, d'apres le lemme 5.3.1, le morphisme tp est un 
morphisme topologique fini. II suffit alors d'appliquer le corollaire 5.1.3. □ 

Corollaire 5.3.10. — Supposons que tout point de B verifie la condition (Iq) 
et possede un systeme fondamental de voisinages compacts qui satisfont la condi- 
tion (Rg)- Supposons que le faisceau Gb est coherent. Pour toute partie V de B, 
nous noterons 

tp v : <p-\V) - V 

le morphisme deduit de tp par restriction et corestriction. Alors, pour toute par- 
tie V de B et tout faisceau coherent & sur tp~ x {V\ le faisceau (tpv)*^ est 
coherent. 

Demonstration. — D'apres le corollaire 5.3.9, le faisceau tp*&c est isomorphe 
au faisceau G V B . C'est done un faisceau coherent. Soient V une partie de B 
et & un faisceau coherent sur tp~ l (V). Soit b un point de V. Notons ci, . . . , c r , 
avec r € N, ses antecedents par le morphisme tp. lis sont en nombre fini, d'apres 
le lemme 5.3.1. Soit i £ [l,r]. II existe un voisinage U{ du point q dans tp^iV), 
des entiers pi et qi et une suite exacte 

Nous pouvons supposer que les entiers pi, avec i € [1, r], sont egaux a un meme 
entier p, que les entiers gj, avec i € {l,rj sont egaux a meme entier q et que 
les voisinages C/j, avec i € [l,r], sont deux a deux disjoints. Notons U leur 
reunion. D'apres le lemme 5.1.2, quitte a restreindre encore les voisinages Ui, 
nous pouvons supposer que la partie U est de la forme tp~ 1 (W), ou W est un 
voisinage du point b dans V. Nous pouvons regrouper les suites precedentes en 
une suite exacte 

D'apres le theoreme 5.1.5, la suite 

-> ({<Pw)*@u) p (&w)*0u) q (<Pw)*#u 

est encore exacte. D'apres le corollaire 5.1.3, le faisceau (tpw)*&u est la restric- 
tion a W du faisceau tp*ffc- C'est done un faisceau coherent. On en deduit que 
le faisceau (tpw)*^u, qui n'est autre que la restriction aWdu faisceau (tpv)*&, 
d'apres le meme corollaire, est coherent. Par consequent, le faisceau (tpy)*^ est 
coherent. □ 
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5.4. Theoreme de division de Weierstrafi en un point rigide 

Le theoreme de division de Weierstrafi 2.2.3 que nous avons demontre generalise 
le theoreme classique sur C et permet de decrire l'anneau local au voisinage du 
point d'une fibre. En geometrie analytique complexe, il est toujours possible 
de se ramener a ce cas a l'aide d'une translation. Sur une base quelconque, 
en revanche, un tel artifice est impossible. Nous allons cependant montrer ici 
que l'etude des morphismes finis que nous avons entreprise permet d'obtenir un 
theoreme de division de Weierstrafi pour les points rigides des fibres. 

Soit ||.||) un anneau de Banach uniforme. Nous notons B = ^(srf), 
X = A^f n (avec variable T) et 7r : X — > B le morphisme de projection. Soit 
s > 0. Considerons l'algebre £^{\T\ < s) munie de la norme ||.|| s - Nous note- 
rons sd s son complete pour la norme uniforme sur son spectre analytique. Le 
morphisme — > g/ s induit une application continue et injective 

dont l'image est le disque ferine D(s). Nous identifierons dorenavant le spectre 
analytique ^(g/ s ) a ce disque. 

Definition 5.4.1. — Soientb un point de B etP(T) un polynome a coefficients 
dans unitaire dont l'image dans J4?(b)[T] est irreductible. Nous dirons que 
le point b satisfait la condition (Sp) s'il existe un nombre reel s > et un 
systeme fondamental &b,p de voisinages compacts et spectralement convexes de b 
dans B tel que, quel que soient U £ et r £ ]0, s], la partie compacte Djj(r) 
de ^(s/ s ) verifie la condition (Rp(s)-t) ■ 

Nous dirons qu'un point b de B satisfait la condition (S) si, pour tout 
polynome unitaire P(T) a coefficients dans &B,b dont l'image dans Jf?(b)[T] est 
irreductible, il existe un voisinage compact et spectralement convexe V du point b 
dans B sur lequel le polynome P(T) est defini et tel que le point b de ^{3§(V)) 
satisfasse la condition (Sp). 

Remarque 5.4.2. — D'apres la proposition 1.2.16, si U designe une partie 
compacte et spectralement convexe de B et r et s deux nombres reels verifiant < 
r < s, alors la partie compacte Du(r) de j#t{$rf^) est spectralement convexe. 

Soient b un point de B et P(T) un polynome a coefficients dans stf unitaire 
et dont l'image dans Jf?(b)[T] est irreductible. Nous noterons y l'unique point 
de la fibre 7r _1 (6) defini par l'equation P = 0. Nous allons decrire l'anneau local 



226 



CHAPITRE 5. MORPHISMES FINIS 



de la droite analytique en ce point en nous ramenant a la situation decrite dans 
les sections qui precedent. Pour cela, nous supposerons que le point b verifie la 
condition (Sp). 

La condition (Sp) assure qu'il existe un nombre reel strictement positif s et un 
systeme fondamental %b s p de voisinages compacts et spectralement convexes de b 
dans B tel que, quel que soient U € %>,p et r € ]0, s], la partie compacte Dfj(r) 
de ^(si s ) verifie la condition (Rp(s)-r)- Soft U un element de %,,p- Considerons 
l'algebre de Banach = 3§(Du(s)) et munissons-la de sa norme uniforme ||.||'. 
Notons B' son spectre analytique. Considerons le nombre reel v > dont 1' exis- 
tence est demontree dans la section 5.2 pour l'algebre et le polynome P(S)—T 
de .e/'fS']. Choisissons un nombre reel v' > v. Notons x £ B' le point de la 
fibre au-dessus de b defini par l'equation T = 0. Nous avons un isomorphisme 
J4?(b) — ► Jtf?(x). Par hypothese, la partie B' verifie la condition (Rp(s)-t)- P ar 
consequent, d'apres la proposition 5.2.7, la semi-norme ||.||^; „/ r& definie sur le 
quotient £/'[S]/(P(S) — T) est une norme uniforme. Notons C le spectre ana- 
lytique de £/'[S]/(P(S) — T) et ip' : C — > B' le morphisme naturel. Puisque 
le polynome P(S) est irreductible dans J4?(x)[S], la fibre (p'~ l (x) ne comporte 
qu'un seul point. C'est le point rigide de la fibre au-dessus de b de l'espace affine 
de dimension 2 associe a l'ideal maximal (P(S),T). Nous noterons z ce point. 
Remarquons que, par choix de v', la partie C est un voisinage du point z dans 
le ferme de Zariski de A^ an defini par l'equation P(S) — T = 0. 

Puisque le polynome (P(S) — T)(x) = P(S)(x) G J4?(x)[S] est irreductible, le 
point x de X = A^f n (avec variable T) satisfait la condition (Ip(s)-t)- D'apres 
la proposition 2.4.3, l'ensemble des parties de la forme Dy(r), avec V € %>p 
et r > 0, est un systeme fondamental de voisinages compacts du point x dans X. 
Quitte a ne considerer les parties precedentes que sous les conditions V C U 
et r < 1, nous obtenons un systeme fondamental de voisinages compacts et 
spectralement convexes du point x dans B'. Par hypothese, ces parties satisfont 
la condition (R P r s \ T ). Nous pouvons done appliquer le theoreme 5.3.8. II assure 
que le morphisme naturel 

&x,x[S\/(P(S) — T) ^ &b',x[S]/ (P(S) — T) -> 0c>, » 

est un isomorphisme. 

Considerons, a present, l'algebre &(U)(\S\ < v') munie de la norme ||.||[/y. 
C'est une algebre de Banach dont nous noterons B" le spectre analytique. No- 
tons ||.||" la norme uniforme sur B" et si" l'algebre de Banach obtenue en 
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completant l'algebre 3§(JJ)(\S\ < v') pour cette norme. Considerons le nombre 
reel v > dont l'existence est demontree dans la section 5.2 pour l'algebre si" 
et le polynome T — P(S) de £/"[S]. Choisissons un nombre reel v" > max(v, 1). 
Remarquons que la condition (Rt-p(s)) es ^ trivialement verifiee pour tout par- 
tie compacte et spectralement convexe de B" et, en particulier, pour la partie B" 
elle-meme. D'apres la proposition 5.2.7, la semi-norme v ,i r ^ s definie sur le 

quotient £/"[T]/(T — P(S)) est une norme uniforme. Notons C" le spectre ana- 
lytique de £/"[T]/(T — P(S)) et ip" : C" — > B" le morphisme naturel. Puisque le 
polynome T — P(S) G &f"[T] est de degre 1, la fibre ip"~ l (y) ne comporte qu'un 
seul point. C'est le point rigide de la fibre au-dessus de b de l'espace affine de 
dimension 2 associe a l'ideal maximal (P(S),T), comme precedemment. Nous 
noterons done encore z ce point. 

Le point y de B" (avec variable S) satisfait evidemment la condition (It-p(S))- 
La remarque 5.4.2 montre que le point y de B" possede un systeme fondamen- 
tal de voisinages compacts qui satisfont la condition (Rt-p(S))- ^ suffit, par 
exemple, de considerer l'ensemble des voisinages compacts rationnels du point y. 
Nous pouvons done appliquer le theoreme 5.3.8. On en deduit que le morphisme 
naturel 

&Y,y — > &B",y ~* ,z 

est un isomorphisme. 

Pour finir, remarquons que les parties C et C" se plongent naturellement 
dans l'espace affine de dimension 2 au-dessus de B. Par choix de v", une fois 
identifies les espaces et leur plongement, nous avons l'inclusion C C C". On en 
deduit qu'en tout point c interieur a C, le morphisme de restriction 

@C",c — ► &C',c 

est un isomorphisme. En effet, en un tel point, l'anneau local est forme des 
fonctions qui sont localement limites uniformes de fractions rationnelles sans 
poles a coefficients dans stf. En particulier, nous avons un isomorphisme 

&C",z — > t?C',z- 

II ne nous reste plus, a present, qu'a combiner ces resultats pour obtenir une 
description explicite de l'anneau local &Y,y 

Theoreme 5.4.3. — Sous la condition (Sp), le morphisme naturel 

&X, X [S}/(P(S) - T) - tf C >,z ^ ^Y,y 

est un isomorphisme. 
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Forts de cette description, nous pouvons, a present, demontrer un theoreme 
de division de Weierstrafi au voisinage des points rigides des fibres de la droite 
analytique. Rappelons les notations : si est un anneau de Banach muni d'une 
norme uniforme, B = ^(s/) est son spectre analytique, b est un point de B, 
P(S) est un polynome unitaire a coefficients dans s/ dont l'image dans Jf?(b) [S] 
est irreductible, Y = A^f n est la droite analytique au-dessus de B (nous no- 
tons S la variable correspondante) et y est l'unique point de la fibre au-dessus 
de b defini par l'equation P(y) = 0. 

Theoreme 5.4.4. — Supposons que le point b de B satisfait la condition (S). 
Soit G(S) un polynome a coefficients dans &s,b- Notons n la valuation P-adique 
de l'image de ce polynome dans J4?(b)[S]. Alors, pour tout element F de &y,y, 
il existe un unique couple (Q,R) d 'elements de &y,y verifiant les proprietes sui- 
vantes : 

i) V element R est un polynome a coefficients dans &B,b de degre strictement 
inferieur a nd ; 

ii) nous avons I'egalite F = QG + R. 

En outre, si V element F appartient a 0B,b[S], il en est de meme pour les 
elements Q et R. 

Demonstration. — On se ramene immediatement a traiter le meme probleme 
dans l'anneau local 0c',z et avec le polynome G = P n . Le resultat se deduit 
alors simplement du theoreme de division de Weierstrafi classique dans l'an- 
neau @x,x- Detaillons la preuve de l'existence de la division. Nous disposons 
d'un isomorphisme 

Puisque le polynome P(S) — T de &x,x [S] est unitaire, il existe des elements 
/o, . . . , fd-i de ffx,x tels que Ton ait 

d-i 

F = Y,fiS l mod (P(S)-T). 

i=0 

Soit i € [1, d — 1]. D'apres le theoreme 2.2.3, il existe un element qi de &x,x et 
un polynome Tj(T) a coefficients dans &B,b de degre inferieur a n — 1 tels que 
Ton ait I'egalite 

fi = q{F n + n . 
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Par consequent, dans l'anneau &x,x[S]/{P{S) — T), nous avons 

Ccf-l \ d-l 

T n + Y / r l (T)S l 
i=0 J i=0 

/d-l \ d-l 

= h>>^ r« + J]r i (P(5))5 i 

Vi=0 / i=0 

Pour conclure, il nous suffit de remarquer que le degre du polynome 

d-l 

i=0 

est inferieur a (n — l)d + (d — 1) = — 1. 

La remarque finale est claire lorsque le point y est rationnel, en utilisant le 
fait que l'anneau @B,b\S\ se plonge dans &y,y et l'unicite de la division. Le cas 
d'un point y quelconque se ramene a celui d'un point rationnel par le meme 
raisonnement que precedemment. □ 
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5.5. Endomorphismes de la droite 

Dans cette partie, nous etudions les morphismes finis d'une partie de la droite 
analytique dans elle-meme donnes par un polynome a coefficient dominant in- 
versible. Maintenant que nous disposons du theoreme de division de Weierstrafi 
pour les points rigides, nous pouvons suivre pas a pas les raisonnements utilises 
en geometrie analytique complexe. 

Soit ||.||) un anneau de Banach uniforme. Nous notons B = <J?(<e/), 
X = A^ an (avec variable T) et 7r : X — > B le morphisme de projection. Fixons, 
des a present, les notations. Notons K l'anneau total des fractions de stf ' . Soit 

d 

P(T)=^a i T i , 

i=0 

avec d € N* et do, ■ ■ ■ , € K, un polynome non constant a coefficients dans K. 
Pour toute partie V compacte et spectralement convexe de l'espace B sur la- 
quelle les coefficients de P sont definis et le coefficient inversible, le morphisme 
naturel 

&{V)[T\ ->■ &{V)[T,S\/{P{S) -T) ^+3S{V)[S\ 

induit un morphisme continu de la partie 7r -1 (V) dans elle-meme. Soit U une 
partie localement connexe de l'espace B sur laquelle les coefhcients de P sont 
dehnis et le coefficient inversible. Tout point de U possede un systeme fonda- 
mental de voisinages compacts et spectralement convexes. Par consequent, nous 
pouvons construire un morphisme 

Lp : n~ x {U) -> ^(U) 

en recollant des morphismes du type precedent. Afin d'eviter les confusions, 
nous noterons respectivement Z et Y la source et le but du morphisme tp. Nous 
considererons done le morphisme 

ip : Z -» Y. 

Proposition 5.5.1. — Le morphisme <p est un morphisme topologique fini. 

Demonstration. — Le fait que le morphisme cp soit continu est immediat. Pour 
montrer qu'il est ferme, nous allons montrer qu'il est topologiquement propre, 
e'est-a-dire que l'image reciproque de toute partie compacte est encore compacte. 

Soit E une partie compacte de Y . II existe une partie compacte C de B et un 
nombre reel r tels que la partie E soit contenue dans le disque compact Dc{r). 
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La partie (p 1 (E) est alors une partie fermee de 

V - l (D c (r)) = {zeZ\ ir(z) 6 C, \P(S)(z)\ < r} . 

D'apres le corollaire 1.1.12, cette derniere partie est compacte. On en deduit que 
la partie <p~ l (E) Test egalement. 

Pour finir, montrons que les fibres du morphisme <p sont finies. Soit y un point 
de Y. L'ensemble de ses antecedents par Papplication est l'ensemble des points 
de I'espace analytique A^\ , dont nous noterons S la variable, qui annulent le 
polynome 

d 

Q y (S) = P(y)(S) - T(y) = ]T ai {y) S l - T{y) € ^{y)[S\. 

j=0 

Puisque le polynome P n'est pas constant et que son coefficient dominant ne 
s'annule pas sur Y, le polynome Q y (S) n'est pas nul. On en deduit que l'en- 
semble ip~ l {y) est fini. 

□ 

Posons 

G(S) = P(S) -Te 0(U)[T\[S\. 

Considerons A^ an I'espace affine analytique de dimension 2 sur si avec va- 
riables S et T. Notons Z' I'ouvert de A^ an forme des points dont la projection 
sur I'espace B appartient a U. Le polynome G definit une fonction analytique sur 
I'espace Z'. Nous identifierons I'espace analytique Z avec le ferme de Zariski de 
I'espace Z' defini par l'equation G = 0. Soit y un point de Y. Notons zi, . . . , Zt, 
avec t € N*, ses antecedents par le morphisme <p. Le theoreme qui suit est 
l'analogue du theoreme 2 de [13], I, §2. 

Remarque 5.5.2. — Les definitions 5.3.5 et 5.4.1 des conditions (Ig) et (S) 
etant locales, elles s'adaptent sans peine au cas des points d'un espace analytique 
qui n'est pas un spectre analytique. Nous nous autoriserons done a les utiliser 
encore sans plus de precautions. 

Theoreme 5.5.3. — Supposons que le point de y de Y satisfait les condi- 
tions (Iq) et (S). Soit (fi,...,f t ) € Y[l=i &Z',zi- Alors, il existe un unique 
element (r, q\, . . . , q t ) de &Y,y[S] x 1^=1 @Z',Zi verifiant les proprietes suivantes : 

i) le polynome r est de degre strictement inferieur a d ; 

ii) quel que soit i £ [1, t], nous avons /, = qiG + r dans ffz 1 zi- 
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Demonstration. — Dans Jf?(y)[S], ecrivons le polynome G sous la forme 

t 

G{y)[S]=a d {y)J{p i {ST\ 

i=i 

ou pi, . . . ,pt sont des polynomes irreductibles et unitaires a coefficients dans J^f(y) 
et ni,...,n t des elements de N*. Pour i £ [l,t], notons di le degre du po- 
lynome pi. Les points Z\, ■ ■ ■ , Zt de Z' sont done les elements de la fibre au-dessus 
du point y definis par l'annulation des polynomes p\, . . . ,pt- Quitte a changer 
Pordre des polynomes, nous pouvons supposer que, quel que soit i E le 
point Zi est defini par P equation = 0. 

D'apres la condition (Ig), la decomposition en produits de facteurs irreductibles 
du polynome G[S] dans n(y)[S] et dans Jff(y)[S] est identique. On en deduit 
que, quel que soit i € [1, tj, le polynome pi est a coefficients dans D'apres la 
proposition 2.5.1, l'anneau local ffy,y est henselien. Par consequent, il existe des 
polynomes G\, . . . ,Gt unitaires a coefficients dans &y,y verifiant les proprietes 
suivantes : 

t 

1 . G = ad Gi dans ffy,y [S] ; 

i=i 

2. quel que soit i € nous avons Gi(y) = p™ 1 . 

Demontrons, maintenant, l'existence de Pecriture annoncee. II suffit de le 
demontrer pour des t-uplets (/i, . . . , ft) comportant un seul terme non nul. Le 
resultat general en decoulera par addition. Soit i E et supposons que, quel 
que soit j ^ i, nous avons fj = 0. Posons 

= a d Y\_Gj(S). 

La fonction e« est inversible au voisinage du point Z{. Puisque le point de y 
de Y satisfait la condition (5), nous pouvons appliquer le theoreme de division 
de Weierstrafi 5.4.4. On en deduit qu'il existe un element qi de &z> ' ,z t et un 
polynome r' a coefficients dans Gy,y et de degre strictement inferieur a nidi tels 
que 

fi e 4 _1 = QiGi + r' dans &z',z v 
En multipliant Pegalite par ej, nous obtenons 

fi = qiG + r dans &z', Zi , 

ou r = r' &i est un polynome de degre strictement inferieur a d. 
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Soit j ^ i. La fonction Gi est inversible au voisinage du point Zj. Posons 

Qj = -r'G^ 1 dans t?z', Zj - 

Nous avons alors 

= qj G + r dans &z',Zj ■ 



Pour finir, demontrons Punicite de l'ecriture obtenue. Soit (r, qi, . . . , qt) un 
element de &Y,y[S] x Ylt=i &Z',zi verifiant les proprietes suivantes : 

i) le polynome r est de degre strictement inferieur a d; 

ii) quel que soit i € [1, i], nous avons fi = qiG + r dans (9z', Zi - 

Pour montrer que l'ecriture est unique, nous pouvons supposer que, quel que 
soit i £ nous avons /j = et montrer alors que r = et que, quel 

que soit i G 9i = 0. Supposons done que, quel que soit i € [1, £], nous 

avons /j = 0. Soit i S [1, £]• Avec les memes notations que precedemment, nous 
obtenons l'egalite 

-r = {qieijGi dans @z>,z v 
D'apres la remarque finale du theoreme 5.4.4, cette egalite vaut dans ^Y,y[S]- 
Puisque les polynomes G±, . . . ,Gt sont premiers entre eux deux a deux, leur 
produit a^ l G divise r. Pour des raisons de degre, cela impose au polynome r 
d'etre nul. Par unicite de la division euclidienne dans chacun des anneaux ffz',zn 
avec i € nous en deduisons que les fonctions qi,...,q t sont egalement 

nulles. □ 

Nous parvenons enfin au resultat attendu. 
Theoreme 5.5.4. — Supposons que le point dey deY verifie les conditions (Iq) 
et (S). Alors, le morphisme 

<f-l 

(c , . . . ,c d _i) i ^ ^CiS 1 

i=0 

est un isomorphisme. 

Demonstration. — Puisque le polynome G est de degre d est que son coefficient 
dominant est inversible sur tt(Y), le morphisme 

#Y,y - <?Y,y[S]/(G(S)) 

d-l 

i 



(C , . . . ,Crf_i) I ► ^2 c i S 



i=0 
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est un isomorphisme. Le resultat decoule alors du theoreme precedent grace a 
l'egalite 

t 

i=l 

□ 

Nous deduisons de ce resultat deux corollaires. Leur demonstration est simi- 
laire a celle des corollaires 5.3.9 et 5.3.10. 

Corollaire 5.5.5. — Supposons que tout point de Y verifie les conditions (Iq) 
et (S). Alors, le morphisme 

d-l 

(co, . . . ,c d -i) ^ y~^5' 

1=0 

est un isomorphisme. En particulier, pour toute partie V de Y , le morphisme 
naturel 

G Y (V)[S]/(P(S)-T) - ffzisr^v)) 

est un isomorphisme. 

Corollaire 5.5.6. — Supposons que tout point de Y verifie les conditions (Iq) 
et (S). Supposons que le faisceau Gy est coherent. Pour toute partie V de Y , 
nous noterons 

ipv : V -\V) -» V 

le morphisme deduit de (p par restriction et corestriction. Alors, pour toute par- 
tie V de Y et tout faisceau de G^-nyy modules coherent & , le faisceau de Gy- 
modules (ipy)*^ est coherent. 
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5.6. Au-dessus d'un anneau d'entiers de corps de nombres 



Nous souhaitons disposer des resultats etablis a la section precedente lorsque 
la base est le spectre d'un anneau d'entiers de corps de nombres. Nous nous 
plagons dans ce cadre et reprenons les notations du chapitre 4. Nous souhaitons 
montrer que les hypotheses du theoreme 5.5.4 sont satisfaites. Commengons par 
nous interesser a la condition (Ig)- 

Proposition 5.6.1. — Soient x un point de X etP(S) un polynome irreductible 
de k(x)[S]. Alors I 'image de P(S) dans Jtf?(x)[S] est irreductible. 

Demonstration. — Supposons, tout d'abord, que la caracteristique du corps 
residuel n(x) est un nombre premier. Le point x appartient alors a une fibre 
extreme. D'apres le theoreme 4.1.3, le corollaire 4.2.5 ou la proposition 4.3.8, 
les corps k{x) et Jtf'(x) sont naturellement isomorphes et le resultat est tauto- 
logique. 

Supposons, a present, que la caracteristique du corps residuel k{x) est nulle. 
Dans ce cas, le polynome P est separable. D'apres le theoreme 4.4.1, iv, le 
corps k(x) est henselien. Nous concluons alors par la proposition 2.4.1 de [2]. □ 

Corollaire 5.6.2. — Soient x un point de X et G(S) un polynome a coeffi- 
cients dans I' anneau local &x,x- Le point x verifie la condition (Ig)- 

Interessons-nous, a present, a la condition (S). 

Lemme 5.6.3. — Soient U une partie compacte et spectralement convexe de B 
et r un nombre reel strictement positif. Supposons que les valeurs absolues as- 
sociees aux points de U sont ultrametriques. Notons £%{U){\T\ < r} I'algebre 
constituee des elements de la forme 



i>0 

tels que la suite (||6i||{7^ l )i>o tend vers 0. Munissons-la de la norme definie par 



j>0 



max{\\bi\\ur l ). 



U,r,um 



C'est alors une algebre complete et le morphisme A[T] — > 38{Du(r)) induit un 
isomorphisme d'algebres normees 

mU){\T\<r} ^<%(Du{r)). 
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Demonstration. — Puisque la partie U de B est spectralement convexe, le mor- 
phisme A[T] — ► &(U){\T\ < r} induit une injection continue 

JK{&{U){\T\ <r}) -» A^ an 

dont l'image est le disque Djj(r). Soit F un element de -A[T] qui ne s'annule pas 
sur le disque Du{r). Alors, d'apres [1], corollaire 1.2.4, l'element F est inversible 
dans 3S(JJ){\T\ < r}. On en deduit que le morphisme A[T] — > 0§{U){\T\ < r} 
se prolonge en un morphisme injectif 

Jf(Du(r)) ^ 8{U){\T\ < r}. 

Comparons, maintenant, la norme H'llt/^um & 1& norme uniforme sur le disque 
Du(r). Soit F = Yli>ofiT l £ A[T]. Soit b un point de U. La semi-norme 
associee au point b est, par hypothese, ultrametrique. Par consequent, la norme 
uniforme ||.||& r sur le disque ferme de rayon r au-dessus du point b verifie 

HFUft r = max(|aj(6)| r l ). 

On en deduit que 

WFWduM = maxdlFjl^) = max(||y j/ r*) = 1 1 F \ \ Ur um . 

Le morphisme precedent se prolonge done au complete de J^(Du(r)). On en 
deduit un morphisme injectif 

3g(Du(r)) w &{U){\T\ < r}. 

L'image de ce morphisme contient tous les polynomes a coefheients dans 33{U). 
L'ensemble de ces polynomes etant dense dans &(U){\T\ < r}, le morphisme 
precedent est un isomorphisme. □ 

Rappelons que si («e/, ||.||) designe un anneau de Banach et t un element 
de Ru_, nous notons s$t le complete de l'algebre < t) pour la norme uni- 

forme sur son spectre analytique et que nous identifions ce spectre au disque 
ferme D(t) contenu dans la droite analytique A^f n . 

Lemme 5.6.4. — Soient t > 0, x un point de D(t) et U un voisinage compact 
et connexe du point x dans D(t) verifiant les proprietes suivantes : 

i) les valeurs absolues associees aux points de U sont ultrametriques ; 

ii) la partie U est spectralement convexe; 

Hi) la partie U possede un bord analytique fini et algebriquement trivial. 
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Soit P(S) un polyndme de &(U)[S\ tel que l'element Res(P,P') de G{JJ~) n'est 
pas nul. Alors, quel que soient s > et r 6 ]0, s], le disque T>[/(r) (avec va- 
riable To) de ^((£/t)s) verifie la condition R P /g\ To . 

Demonstration. — Soient s > et r £ ]0, s]. Notons V = Djj(r) muni de 
la variable To. D'apres la proposition 1.2.16, une telle partie de est 
spectralement convexe. 

Pour tout point y de T, notons y r le point r\ r de la fibre de V au-dessus du 
point y. Remarquons, des a present, que, pour tout point y de T, l'element To(y r ) 
de Jt?(y r ) est transcendant sur Jt?(y). Notons 

rv = {y r , y e r}. 

Tout element de ^(V) atteint son maximum sur Ty . II suffit, pour s'en convaincre, 
d'utiliser la description explicite demontree dans le lemme qui precede. 

Pour montrer que le disque V verifie la condition R P ^_ To , il nous suffit 
done de montrer que la fonction Res(P(5) — Tq,P'(S)) ne s'annule pas sur Ty- 
Soit y un point de V. Nous avons Res(P(S'), P'{S))(y) ^ 0. En effet, dans le cas 
contraire, puisque l'anneau local @x,y est un corps, la fonction Res(T(5), P'(S)) 
serait nulle au voisinage du point y et done nulle sur U, d'apres le principe du 
prolongement analytique. Considerons l'element R v (Tq) = Res(T(5)— To, P'(S)) 
de Jf(y)[T]. Nous venons de montrer que R y (0) ^ 0. On en deduit que le 
polynome R y n'est pas nul, puis que R y (To(y r )) n'est pas nul, car To(y r ) est 
transcendant sur J$f(y). C'est le resultat attendu. □ 

Lemme 5.6.5. — Soit x un point de X. Soit P(S) un polyndme de 0x,x[S] 
dont I'image dans J4f(x)[S] est irreductible. Alors l'element Res{P,P') de &x,x 
n'est pas nul. 

Demonstration. — Le polynome P(S) est egalement irreductible dans k(x)[S'] et 
done dans &x,x [S] , puisque l'anneau local &x,x est henselien. Or l'anneau &x,x 
est integre et son corps de fractions est parfait, car de caracteristique nulle. En 
effet, c'est une extension du corps des fractions de l'anneau &b,it(x)-, dont la 
caracteristique est nulle. On en deduit le resultat voulu. 

□ 

Proposition 5.6.6. — Tout point de X satisfait la condition (S). 

Demonstration. — Soit x un point de X. Supposons, tout d'abord, que le corps 
residuel complete J$f(x) est parfait. Soit P(S) un element de &x,x[S] dont 
I'image dans J4?(x)[S] est irreductible. Puisque le corps residuel complete J4?(x) 
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est parfait, ce polynome est separable et nous avons Res(P(5), P'(S))(x) > 0. 
Par consequent, il existe un nombre reel m > et un voisinage compact et 
spectralement convexe V du point x dans X sur lequel le polynome P(S) est 
defini et la fonction Res(P(<S), P'(S)) minoree par m. Considerons, a present, 
le polynome Res(P(5) — Tq,P'(S)) de £$(V)[To]. Nous venons de montrer que 
son coefficient constant est minore sur V. Par consequent, il existe s > tel 
que ce polynome ne s'annule pas sur Dy(s). Pour tout voisinage compact et 
spectralement convexe U de x dans V et tout nombre reel r £ ]0, s], la condi- 
tion (Rp(s)-T ) es t alors verffiee sur le disque D\j(r). 

Supposons, a present, que le corps residuel complete (x) n'est pas par- 
fait. Le point x appartient alors necessairement a une fibre extreme de l'es- 
pace X. D'apres le theoreme 4.4.8, il possede un systeme fondamental de voi- 
sinages verifiant les conditions du lemme 5.6.4. On conclut alors a l'aide du 
lemme 5.6.5. □ 

Nous pouvons, a present, appliquer le theoreme 5.5.4 et ses corollaires. Nous 
allons notamment en deduire une expression explicite des anneaux de sections 
globales au voisinage des lemniscates. Soit V une partie de l'espace B et P(S) 
un polynome a coefficients dans 0(D) dont le coefficient dominant est inversible. 
Soient s et t deux elements de R+ verifiant Pinegalite s < t. Posons 



Co 


= 


€ X v 


s < \T(x)\ < t} , 




= {x 


ex v 


s < \P(T)(x)\ < t} 


c\ 


= {x 


G Xy 


s < \T(x)\ < t} , 


Li 


= {x 


€ Xy 


s < \P{T)(x)\ < t} 


C-2 


= {x 


G Xy 


s < \T(x)\ < t} , 




= {x 


G Xy 


s < \P{T)(x)\ < t} 


c. 


= {x 


G Xy 


s < \T(x)\ < t} , 




= {x 


G Xy 


s < \P{T)(x)\ < t} 


c 4 


= {x 


G Xy 


\T(x)\>s}, 


Li 


= 


G Xy 


\P(T)(x)\>s}, 


c 5 


= {x 


G Xy 


\T(x)\>s} 


et L5 


= 


G Xy 


\P(T)(x)\ > s} . 



Choisissons un couple (C,L) parmi les couples (Cj,Lj), avec i G [0,5]. 
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Procedons, a present, comme dans la section 5.5. Pour toute partie V com- 
pacte et spectralement convexe contenue dans D, le morphisme naturel 

&(V)[T\ -+&(V)[T,S\/(P{S) -T) ^*&(V)[S\ 

induit un morphisme continu de la partie Xy dans elle-meme. Ces morphismes 
se recollent en un morphisme 

tf : Xy — > Xy. 

Remarquons que nous avons l'egalite 

L = ^\C). 

D'apres le corollaire 5.6.2 et la proposition 5.6.6, les hypotheses des corol- 
laires 5.5.5 et 5.5.6 sont verifiees. En appliquant le corollaire 5.5.5, nous obtenons 
le resultat suivant. 

Theoreme 5.6.7. — Le morphisme naturel 

0(C)[S}/(P(S) — T) — > G(V) 

est un isomorphisme. 

Le theoreme 3.2.19 nous permet d'en deduire une description explicite des 
anneaux de sections globales des lemniscates. 



CHAPITRE 6 
ESPACES DE STEIN 



Ce chapitre est consacre a l'etude de quelques sous-espaces de Stein de la 
droite analytique au-dessus d'un anneau d'entiers de corps de nombres. Nous 
y utiliserons les notations du chapitre 4. Precisement, nous demontrons que 
certaines parties assez simples, disques, couronnes ou lemniscates relatifs, sont 
des espaces de Stein. 

Le numero 6.1 contient les definitions dans un cadre general : nous appellerons 
espace de Stein tout espace annele qui satisfait les conclusions des theoremes A 
et B de H. Cartan. Nous rappelons egalement quelques proprietes classiques de 
ces espaces. 

Au numero 6.2, nous nous sommes attache a degager des conditions sous 
lesquelles une reunion de deux parties compactes et de Stein est encore un 
espace de Stein. Les notions introduites peuvent sembler absconses, mais elle ne 
sont que formalisations des methodes de la geometrie analytique complexe. 

Nous reprenons ensuite le cadre du chapitre 4, celui de la droite affine analy- 
tique au-dessus d'un anneau d'entiers de corps de nombres. Nous utilisons alors 
les resultats obtenus pour montrer, par recurrence, que les parties compactes et 
connexes de l'espace de base sont des espaces de Stein, au numero 6.3, ainsi que 
les couronnes compactes des fibres, au numero 6.4, et les couronnes compactes 
et connexes de la droite, au numero 6.5. 

Au numero 6.6, finalement, nous traiterons le cas des couronnes ouvertes et, 
plus generalement, de toute partie de la forme 

{xeX v \s< \P(T)(x)\ <t}, 

oil V est une partie connexe de la base, P(T) un polynome unitaire a coeffi- 
cients dans 0(V) et r et s deux nombres reels. Nous reprenons, la encore, les 
methodes de la geometrie analytique complexe. Nous indiquons tout d'abord des 
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conditions sous lesquelles une partie qui possede une exhaustion par des parties 
compactes et de Stein est elle-meme un espace de Stein. Nous demontrons en- 
suite un resultat de fermeture pour certains germes de faisceaux, qui nous semble 
presenter un interet independant. Nous concluons finalement en decrivant ex- 
plicitement des exhaustions de Stein pour les couronnes ouvertes et en utilisant 
les resultats sur les morphismes finis demontres au chapitre 5. 



6.1. DEFINITIONS 
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6.1. Definitions 

Soit (X, &x) un espace localement annele. Avant d'en venir aux demonstra- 
tions annoncees, nous rappelons quelques proprietes et definitions dans un cadre 
general. Expliquons, tout d'abord, ce que nous entendons par espace de Stein. 
Nous utiliserons la definition cohomologique classique. 

Definition 6.1.1. — Soit un faisceau de &x -modules. Nous dirons que le 
faisceau & satisfait le theoreme A si, pour tout point x de X, le &x,x- 
module & x sst engendre par V ensemble de ses sections globales ^{X\ 

Soit Y une partie de X . Nous dirons que le faisceau & satisfait le theoreme A 
sur Y si le faisceau de Gy -modules J^iy satisfait le theoreme A. 

Remarquons que, par definition (c/. definition 4.5.1), le theoreme A est satis- 
fait localement pour les faisceaux de type fini. Enongons ce resultat sous forme 
d'un lemme afin de pouvoir nous y faire referer ulterieurement. 

Lemme 6.1.2. — Soit & un faisceau de Gx-modules de type fini. Soit x un 
point de X. II existe un voisinage V du point x dans X tel que le faisceau & 
satisfasse le theoreme A sur V . 

Signalons egalement que lorsque nous considerons des parties compactes, nous 
pouvons preciser le resultat du theoreme A. 

Lemme 6.1.3. — Soit & un faisceau de Gx-modules de type fini qui satisfait 
le theoreme A. Si V espace X est compact, il existe un ensemble fini d 1 elements 
de &(X) dont les images engendrent le &x,x-module ^ x en tout point x de X. 

Demonstration. — Soit x un point de l'espace X. Puisque le faisceau & est 
un ^x-module de type fini, il existe un voisinage U du point x dans X, un 
entier p et des elements F\,...,F p de <^{X) tels que, pour tout point y de U, 
le ^x^-module & y soit engendre par les germes (Fi) y , . . . , (F p ) y . 

D'apres le theoreme A, il existe un entier q et des elements G\, . . . , G q de &{X) 
tels le ^x,2;-rnodule & x soit engendre par les germes (Gi) x , ■ ■ ■ , (G g ) x . En par- 
ticulier, il existe une famille («ij)i<i<p,i<i<g d'elements de Gx,x tels que Ton 
ait 

Vi £ U,pj, (Fi) x = ^ Ojj (Gj) x dans & x . 
j'=i 

II existe un voisinage V du point x dans U sur lequel les elements aij, avec 
* ^ [l>p] et j £ [1, qj, sont definis et les egalites precedentes sont valables. On 
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en deduit que, pour tout point y de V, le ^x,y-module & y est engendre par les 
germes (Gi) y ,..., (G q ) y . 

On conclut finalement en utilisant la compacite de l'espace X. □ 

Definition 6.1.4. — Soit ^ un faisceau de Gx -modules. Nous dirons que le 
faisceau & satisfait le theoreme B si, quel que soit q 6 N* ; nous avons 

H*{X,&) = 0. 

Soit Y une partie de X . Nous dirons que le faisceau & satisfait le theoreme B 
sur Y si le faisceau de Gy -modules &\y satisfait le theoreme B. 

Definition 6.1.5. — Nous dirons que l'espace X est un espace de Stein si 

tout faisceau de Gx -modules coherent satisfait les theoremes A et B. 

Remarque 6.1.6. — Attention, cette definition d'espace de Stein est plus faible 
que la definition classique pour les espaces analytiques sur un corps ultrametrique 
(cf. [20], definition 2.3). 

Soit Y une partie de X. Lorsque Y est compacte, les proprieties de finitude 
des faisceaux coherents imposent des liens entre les faisceaux coherents sur Y et 
les faisceaux coherents definis sur un voisinage de Y dans X. Le resultat qui suit 
est demontre a la proposition 1 de [7] . La preuve qui y figure est ecrite dans le 
langage de la geometrie analytique complexe, mais elle s'adapte a notre cadre, 
sans la moindre modification. 

Proposition 6.1.7. — Supposons que la partie Y est compacte. Soit & un 
faisceau de Gy -modules coherent. Alors, il existe un voisinage ouvert U du com- 
pact Y dans X et un faisceau de Gx -modules coherent 5f tel que Von ait 

Corollaire 6.1.8. — Supposons que la partie Y est compacte et possede un 
systeme fondamental de voisinages forme d 'espaces de Stein. Alors, la partie Y 
est de Stein. 

Mentionnons que l'on peut remplacer les conditions qui figurent dans la 
definition d'espace de Stein par des conditions plus faibles. En effet, le theoreme A 
se deduit du theoreme B. La nullite du premier groupe de cohomologie a coeffi- 
cient dans n'importe quel faisceau coherent suffit d'ailleurs a assurer le resultat 
(cf. [13], IV, §1, theoreme 2). 
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Theoreme 6.1.9. — Supposons que, pour tout faisceau de Gx -modules coherent 3 ' , 
on ait B^iX,,^) = 0. Alors tout faisceau de &x -modules coherent satisfait le 
theoreme A. 

On deduit de ce resultat une stabilite de la notion d'espace de Stein par 
morphisme fini. 

Theoreme 6.1.10. — Soit ip : Y — > X un morphisme topologique fini. Sup- 
posons que, pour tout faisceau de Gy -modules coherent le faisceau de Gx- 
modules 92*^ est coherent. Alors I'espace Y est un espace de Stein. 

Demonstration. — Soit 3 un faisceau de ^y-modules coherent. D'apres le 
theoreme 5.1.6, pour tout entier q, nous avons un isomorphisme 

H q (Y,^) ~ H q (X, (p*^). 

Or le faisceau 99*^ est coherent et la partie X est de Stein. On en deduit que, 
pour tout entier q > 1, nous avons 

H q (Y,3) = 0. 

Nous venons de montrer que tout faisceau de £?y-modules coherent satisfait le 
theoreme B. Le theoreme 6.1.9 assure alors que la partie Y est de Stein. □ 
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6.2. Cadre general pour les compacts 



Dans cette premiere partie, nous nous sommes attacher a degager un cadre 
general pour demontrer que des parties compactes sont des espaces de Stein. 
Nous considererons done ici un espace localement annele (X, &x) et deux parties 
compactes K~ et K + de l'espace topologique sous-jacent. Posons L = K~ HK + 
et M = K~ U K + . 

6.2.1. Lemmes de Cousin et de Cartan 



II n'est guere aise de travailler directement avec les anneaux de fonctions au 
voisinages de compacts. Nous allons done introduire une definition qui nous 
permettra de considerer plutot des anneaux de Banach. 

Definition 6.2.1. — Un systeme de Banach associe au couple (K~ ,K + ) 
est la donnee de 

i) un ensemble ordonne filtrant (A, <) ; 

ii) un systeme inductif ((&~ , ||.||~ ), <p~ ^) sur A a valeurs dans la categorie des 
anneaux de Banach et des morphismes homes entre iceux; 

Hi) un systeme inductif , b) sur A a valeurs dans la categorie des 

anneaux de Banach et des morphismes homes entre iceux; 

iv) un systeme inductif ((^q, <p a b) sur A ^ valeurs dans la categorie des 

anneaux de Banach et des morphismes homes entre iceux; 



v) pour tout element a de A, un morphisme borne tfj~ 

vi) pour tout element a de A, un morphisme borne ^ 
vii) pour tout element a de A, un morphisme p~ : SS~ - 
viii) pour tout element a de A, un morphisme '■ - 

ix) pour tout element a de A, un morphisme p a : ^ —■ 
verifiant les proprietes suivantes : 

1. pour tout element a de A, le diagramme 



v a ; 



Pa 



commute ; 
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2. pour tout element a de A, le diagramme 



Pa 



r/5 f a . 
»« : 

commute ; 

3. pour tous elements a et (3 de A tels que a < (3, le diagramme 




commute ; 
4- le morphisme 



p : lim 



induit par la famille de morphismes (p a )a£A est un isomorphisme. 

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous considererons un systeme de 
Banach Q associe au couple (K~ , K + ). Nous aurons besoin d'une propriete 
supplementaire, connue sous le nom de lemme de Cousin. 

Definition 6.2.2. — Un systeme de Cousin associe au couple (K~ ,K + ) 
est un systeme de Banach associe au mime couple et pour lequel il existe un 
nombre reel D verifiant la propriete suivante : pour tout element a de A et tout 
element f de^a, il existe des elements f~ de SS~ et f + de tels que 

i) / = VsCT) + ^(/ + ); 
a) \\r\\a<D\ 

m) ||/ + ||+<£ 

Nous allons montrer que tout systeme de Cousin verifie le lemme de Cartan, 
en reprenant essentiellement la methode mise en ceuvre dans [13], III §1. 

Commengons par introduire quelques notations. Soient p,q € N* et (f^, ||.||) 
un anneau de Banach. Nous definissons la norme d'une matrice a = (aij) G 
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M Ptq (@) par 

q 

"h3 



a = max 

i<j<p 



3=1 

La multiplication des matrices est continue par rapport a cette norme. En effet, 
on verifie facilement que, quel que soient r € N*, a <G M p ^ q (Si) et b G M q ^ r {2>), 
on a 

IH| < H ||&||. 

Nous noterons I € M q (@) la matrice identite. Nous allons, tout d'abord, demontrer 
quelques lemmes. 

Lemme 6.2.3. — Toute matrice a de M q (3i) verifiant 

\\a - III < - 
n n - 2 

est inversible et son inverse a -1 verifie Vinegalite 

Ha" 1 )] < 2. 

Lemme 6.2.4. — Soit (ak)k>o une suite de M q (@i) verifiant la condition 

V^l, rll 1 

2Jk-/|| < 

fc>0 

Alors, quel que soit n € N, nous avons 

n 

\\a Q ■ • • a n - I\\ < 2 ^2 \\a k - I\\ 

k=0 

Demonstration. — Demontrons ce resultat par recurrence sur l'entier n £ N. 
Pour n = 0, c'est evident. 

Supposons que la formule est vraie pour n € N. Nous avons 

a ■ ■ ■ a n a n+ i - I = (a ■ ■ ■ a n - I) (a n+1 - I) 

+(a •••«„-!) + (a n+ i - I). 

On en deduit que 

||ao • • • a n a n +i — I\\ < \\ao ■ ■ ■ a n — I\\\\a n+ i — I\\ 



< 



-h II a,o • • • a n — 1 1| + |Kh-i - -/"H 

n 

2^||a*-I|| 

k=0 

+(||a • • • a n - I\\ + 1) ||a n+ i - I\ 



En outre, nous avons 



l^o • ■ ■ a n — I\\ < 2 ||a& — 7|| < 1. 

k=0 
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On en deduit que 

n+l 

IK • • • a n+ i - I\\ < 2 ^2 \\ a k - I\ 

k=0 



□ 



Lemme 6.2.5. — Soit (gk)k>o une suite de M q {S>) verifiant 

V .. 1 

2^\\9k\\< Z . 

k>0 

Alors la suite de terme general 

Pn = (/+<?0) •••(/ + <?«) 

converge dans M q (@) vers une matrice inversible P verifiant 

\\P-I\\<2j2\\9kl 

k>0 

Demonstration. — D'apres le lemme precedent, quels que soient j > i > 0, nous 
avons 

j 

\\(I + g i )...(I + g j )-I\\ <2j2\\gk\\- 

k=i 

En particulier, quel que soit n € N, nous avons 

n 

\\Pn-I\\ <2j2\\9k\\ < 2 

fc=0 

et done ||P W || < 3/2. On en deduit que, quels que soient m > n > 0, on a 

\\Pm-Pn\\ = \\P n ({I + gn+l)---{I + gra)-I)\\ 

3 m 

k=n+l 

Par consequent, la suite (P n ) n >o est une suite de Cauchy de M q {&). Puisque 
cet anneau est complet, elle converge done vers un element P. Nous avons 
necessairement 

||P-/||<2^||<? fe ||<i 

fc>0 

Le lemme 6.2.3 nous permet alors de conclure. □ 

Plagons-nous de nouveau dans le cadre des systemes de Cousin. Pour a G A, 
les morphismes ip~ , p~, p^ et p a se prolongent naturellement en des mor- 
phismes de groupes entre les espaces de matrices ; nous les noterons identique- 
ment. 
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Lemme 6.2.6. — Supposons que f2 soit un systeme de Cousin. Soit e G R 
verifiant < e < 1/2 D~ l et (3 = 4D 2 e < 1. Soit a £ A. Soit a = I+b £ M q {^ a ) 
telle que \\b\\ a < e. Alors, il existe a~ = I + b~ G M q {SB~), a+ = I + b + £ 
Mq{3$X) et a = I + b £ M q (ff a ) verifiant les proprietes suivantes : 

i) a = if)-{a-)aif;+(a + ) ; 

n) \\b-\\- <D\\b\\ a ; 

Hi) H&+II+ <D||6|| a ; 

iv) \\b\\ a < (3 a \\b\\ a . 

Demonstration. — En appliquant la propriete des systemes de Cousin a chaque 
coefficient de la matrice 6, on montre qu'il existe des matrices b~ G M q (£3~) et 
b + G M ? (<5^+) verifiant les proprietes suivantes : 

1. b = ^(b~)+^{b+)- 

2. \\b-\\-<D\\b\\ a - 

3. ||6+||+ <£||6|| Q . 

Posons a" = I + 6^ G M q {S§~) et a + = I + b + G M q (@+). Nous avons alors 
l'egalite 

^-{a-)^{a + )=a + ^-{b~)i,Ub + )- 

Par choix de 6, nous avons D||6|| Q < 1/2. D'apres le lemme 6.2.3, la matrice a~ 
est inversible dans M q (£i§~) et verifie IKa - )" 1 )!,^ < 2. De meme, la matrice a+ 
est inversible dans M 9 (^+) et verifie ||(a+) _1 ||a < 2. 
Posons 

a = ip~ (a - ) -1 a et 6 = a — / dans M 9 (^ a ). 

Nous avons alors 

6 = ^((a-)" 1 ) aV+((a+)- 1 )-/ 

= ^((a-)" 1 ) (^(a-)V + (a + )-^r)V' + (6 + )) V' + ((a + )- 1 )-/ 

et nous en tirons l'inegalite 

\\b\\a<W\\b\\l <P\\b\\a. 

□ 



Nous voici enfin prets a demontrer le lemme de Cartan. 
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Theoreme 6.2.7 (Lemme de Cartan). — Supposons que Q soit un systeme 
de Cousin. Alors, il existe e £ R verifiant la propriete suivante : quels que 
soient a £ A et a £ M q (^ a ) verifiant \\a — I\\ a < e, il existe c~ £ GL q (£$~) et 
c + £ GL q (&+) telles que 

i) a = V^(c-)V£(c + ) ; 

ii) \\c~ — < AD \\a — I\\ a ; 
Hi) ||c+ - J||+ < 4D\\a-I\\ a . 

Demonstration. — Choisissons e £ R verifiant les conditions du lemme precedent 
ainsi que (3 < 1/2 et e < 1/(823). Soient a 6 A et a £ M q (ff a ) verifiant 
\\a — I\\ a < £■ Posons b = a — I et M = \\b\\ a . Definissons, a present, par 
recurrence, trois suites (b^)k>o, (k + )fc>o et (b k )k>o de M q (&~), M q (&+) et 
Afg(^a) verifiant les conditions suivantes : quel que soit k > 0, nous avons 

1. \\b-\\-<DM(3 k - 

2. II6+H+ <DM(3 k ; 

3. \\h\\ a <M(3 k 

et, quel que soit k > 1, nous avons 

4- + b~ k ) (I + b k ) </>+(/ + bt) = I + b k -!. 

Initialisons la recurrence en posant bo = b. La troisieme propriete est alors 
verifiee, par la definition meme de M. Posons 6q = et 6+ = 0. Les premiere 
et deuxieme proprietes sont alors trivialement verifiees. 

Soit k > tels que bZ, 6 + et b\ soient deja construits et verifient les proprietes 
demandees. Nous avons alors 

\\h\\a < M(3 k < M < e 

et le lemme precedent applique avec b = b^ nous fournit trois matrices b~, b + 
et b. Posons = 6~ , 6+ +1 = 6+ et bk+i = b. La quatrieme propriete est alors 
verifiee. 

Nous disposons, en outre, des inegalites suivantes : ||6fe+i|| Q < < 
^||&ib||a et ll^fc+illa — -^IIMU- On en deduit que les trois premieres proprietes 
sont egalement verifiees. 

Pour n £ N*, posons 

P n = {I + b^)---(I + b-)£M q (®-) 

et 

Q n = (1 + 6+) •••(! + b+) £M q {®+). 
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De la quatrieme propriete on deduit que, quel que soit n G N, nous avons 

a = ^-(P n )(I + b n )^+(Q n ). 
En utilisant les trois premieres et le fait que /3 < 1/2, nous obtenons 

J2\KL=DMj2P k = 2DM<\. 

fc>0 fc>0 

D'apres le lemme 6.2.5, la suite (P n )n>o converge dans vers une matrice 
inversible c~ € GL q {SS~) verifiant 

\\c~ - I\\~ < 2 WKL < < 4D\\a - I\\ a . 

k>0 

De meme, la suite (Q n )n>o converge dans SB^ vers une matrice inversible c + E 
GL g (&+) verifiant 

iic+ - < 2 \H\\t ^ 4DM ^ 4D \\ a - 

fc>0 

Puisque la suite (6 n )n>o converge vers 0, la suite (P n ) i/Ja(Qn))n>o converge 
vers a. On en deduit que 

a = ip~(c-)if}+(c + ). 

□ 

6.2.2. Prolongement de sections d'un faisceau 

Soit Q un systeme de Banach associe au couple (K~ , K + ). Pour demontrer les 
theoremes A et B, nous chercherons a prolonger des sections de faisceaux. Pour 
ce faire, nous introduisons une nouvelle propriete pour les systemes de Cousin ; 
il s'agit d'une propriete d' approximation. 

Definition 6.2.8. — Un systeme de Cousin-Runge associe au couple 

(K~,K + ) est un systeme de Cousin associe au mime couple et tel que, quels 
que soient a £ A, p,q € N, s±, . . . , s p , t±, . . . ,t g € ^ et 5 € R+, nous nous 
trouvions dans I'une des deux situations suivantes : soit il existe un element 
inversible f de £8^, des elements s[, . . . ,s' p de £$~^ et t[, . . . ,t' q de S$~ tels que, 
quel que soient i G et j € , on ait 

i) UHr^i -s'JWa ||^+(/)Va(*i)Ha < 

soit il existe un element inversible f de SB^j des elements . . . ,s' de 3$^ et 
t[, . . . , t' q de tels que, quel que soient i £ et j € [1, qj, on ait 
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a) Uaif-'m* Ua(f)^i) - i>M)\U < s. 

Nous utiliserons cette propriete par le biais du lemme suivant. 
Lemme 6.2.9. — Supposons que soit un systeme de Cousin-Runge. Soit e > 
le nombre reel dont le theoreme 6.2.7 assure V existence. Soient & un fais- 
ceau de G M -modules, p,q G N, T~ G &{K~y , T+ G &{K + ) q , U = (u a ,i) G 
M p , q {ff(L)) et V = (v b j) G M q)P {ff(L)) telles que, dans &{L), on ait 

a) T~ = U T+; 

b) T+ = V T~. 

Supposons qu'il existe a G A, U,U$ G M Pi9 (^+) et V, V$ G M q;P (3§~) tels que 

c) <p+(U) = U ; 

d) <PZ(V) = V ; 

e) Ui(Us-U)\\ a U-(V)\\ a <e; 

f) Ui{U)\UU«{V 5 -V)\\ a <e. 

Alors il existe S~ G ^(M) p , S+ G &{M) q , A" G GL p (ff{K~)) et A+ G GL q {@{K + )) 
verifiant 

i) S~ = A~T~ dans &{K~) ; 

ii) S + = A + T + dans <^{K+). 

Demonstration. — Supposons qu'il existe a G A, U, Us G M Ptq (£$+) et V,Vs G 
M q<p {98~) tels que 

c) p+(U) = U ; 

d) Pa(V) = V ; 

e) U+(U 8 -U)\\ a U-(V)\\ a <e; 

f) U+(U)\\*U*(V S -V)\\ a <e. 

Posons = p~(Vs)T~ dans ^(K~). Dans ^(L), nous avons alors 
Tf -T+ = Pa ^-(V & - V))T~ = Pa (^-(V S - V)i/>+(U))T+. 

Posons 

A = I + iP~(V s - V) rP+(U) G M q (tf a ). 

Nous avons alors 

Tf = p a (A)T + dans &(L) 

et 

\\A - I\\ a < \\if>-(y s - V)\\ a U+(U)\\ a < e. 
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D'apres le theoreme 6.2.7, il existe deux matrices C G GL q (3S a 
GL q (,@+) telles que 

A = 1 p-(C-)^(C + ). 

Posons 

A+ = pt(C+)eGL g (0(K+)). 
Dans J?(L), nous avons alors 

A+T+ = Pa ((C-)" 1 ) A) T+ = Pa ((C-)- 1 )) Tf. 
Nous pouvons done definir un element S + de ^-{M) q par 



et C+ G 



1. S, 

2. 5, 



Pa ((C-)- 1 ) T s ~; 
A+ T+. 



On procede de meme pour construire la section S . 



□ 



Nous parvenons maintenant au resultat permettant de recoller les sections 
d'un faisceau. 

Theoreme 6.2.10. — Supposons que f2 soit un systeme de Cousin-Runge. Soit 
J? un faisceau de &m -modules. Supposons qu'il existe deux entiers p et q, une 
famille (t^, . . . ,t~) d 'elements de J^(K~) et une famille (tf, ...,£+) d' elements 
de ^(K + ) dont les restrictions a L engendrent le meme sous- &{U) -module de 
&(L). Alors il existe s7/, . . . , s~ , sf , . . . , s+ G &{M), a" G GL V {G{K~)) et 
a + G GL q (0(K + )) tels que 

fax 



et 




Vp 
ftf\ 



dans &(K~ 



dans ^{K + ) q . 



W/ 








Posons 






ft+\ 


T~ = 


VpJ 


etT+ = 





Par hypothese, il existe a G A, U = (« ,i) £ Mp^i'&a) et V = (u&j) G Af 9iP (^ a ) 
tels qu'on ait les egalites 



T~ = p a {U)T + et T+ = p a (V)T~ dans &(L). 
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Considerons le nombre reel e > dont le theoreme 6.2.7 assure l'existence. 
Quitte a echanger les compacts K~ et K + , nous pouvons supposer que la 
premiere propriete des systemes de Cousin-Runge est verifiee. II existe alors un 
element inversible / de 3§+, des elements u a) i de 3& + , pour (a, i) G [l,p] x [1, qj, 
et Vbj de 3S~, pour (b,j) G x [l,p], verifiant les conditions suivantes : quel 
que soient (a,i) G \l,pj x et (6, j) 6 x [l,p], nous avons 



^ HV'JCf ^a.i -«a,i) ||a ||^(/) (^bj) ||a < 
H) ||^i(/ _1 «a,i)||a ^a( v b,j) ~ i>a{h,j)\\a < £■ 

Les matrices T~, p + (f)T + , p a (ijj + (f~ 1 )U) et p a ('4 , i(f)V) verifient done les 
hypotheses du lemme 6.2.9. Par consequent, il existe S~ G ,^{M) P , S + G 
&(M)i, A- G GL P (0(K-)) et ,4+ G GL q (0{K + )) tels que 



ainsi que a = A et a + = /9+(/).A + , on obtient le resultat souhaite. Remar- 



Indiquons, a present, la fagon dont ce resultat permet de demontrer le theo- 
reme A. 

Corollaire 6.2.11. — Supposons qu'il existe un systeme de Cousin-Runge as- 
socie au couple (K~,K + ). Soit & un faisceau de ^M-modules de type fini qui 
satisfait le theoreme A sur les compacts K~ et K + . Alors il le satisfait encore 
sur leur reunion M . 

Demonstration. — D'apres le lemme 6.1.3 il existe deux entiers p et q, une fa- 
mille (tj, ... ,t~) d'elements de ^(K~) dont l'image engendre le ^x^-module & x 
en tout point x de K + et une famille (tf, . . . ,t + ) d'elements de ,^{K + ) dont 
l'image engendre le ^x,x-module en tout point x de K + . En particulier, les 
restrictions a L de ces deux families engendrent toutes deux &{V). Nous pouvons 
done appliquer le theoreme 6.2.10. Les sections s 1 , . . . , s~ , sf, . . . , s+ de &(M) 
dont il assure l'existence engendrent le €?x,a;- m odule & x en tout point x de M. 
On en deduit le resultat annonce. □ 





quons que a + G GL q (&(K + )) car / est inversible dans 3B\ 



□ 
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Expliquons, a present, comment deduire le theoreme B du theoreme A. Insis- 
tons sur le fait que, dans la proposition qui suit, nous n'avons besoin d'associer 
aucun systeme de Banach au couple (K~,K + ). 

Proposition 6.2.12. — Supposons que pour tout element f de il existe 

un element f~ de &(K~) et un element f + de &(K + ) qui verifient I'egalite 

f = r + f + dans & XtX . 

Supposons egalement que tout faisceau de Gj^-modules coherent satisfait le theoreme B. 

Soit un faisceau de Gm -modules coherent qui satisfait le theoreme A 
sur M. Soit 

±> jr Q ±, js x . . . 

une resolution flasque du faisceau & . Soient q £ N* et 7 un cocycle de degre q 
sur M . Si 7 est un cobord au voisinage des compacts K~ et K + , alors c'est un 
cobord au voisinage de leur reunion M. 

Demonstration. — Supposons qu'il existe f}~ € J? q -i(K~) et /3 + € J r q -i(K + ) 
tels que 

d(p-) = 7 dans J q {K~) et d((3 + ) = 7 dans J? q {K + ). 

Supposons, tout d'abord que q > 2. Nous avons d{(3~ — /3 + ) = dans J? q {V). 
D'apres le theoreme B, nous avons i? 9-1 (L, j^) = 0. Par consequent, il existe 
a 6 Jtq-iiV) telle que d(a) = 0~ — f3 + dans ,# q -\{V). Puisque le faisceau <# q -i 
est flasque, a se prolonge en une section sur M que nous noterons identiquement. 
Definissons j3 £ J^ q -x{M) par (3 = (3~ au-dessus de K~ et (3 = (3 + + d{a) au- 
dessus de K + . Nous avons alors I'egalite 

d(P) = 7 dans J q (M) 

et 7 est un cobord au voisinage de M. 

Interessons-nous, a present, au cas q = 1. Nous avons alors d((3~ — f3 + ) = 
dans J^i(L). On en deduit que (3~ — /3 + est un element de &(L). D'apres 
le theoreme A et le lemme 6.1.3, il existe un entier positif m et une famille 
(wi, . . . , u m ) d'elements de Jp(M) dont les images engendrent le rf^s-module 3? x 
en tout point x de M. En d'autres termes, l'application 

m 

(oi,...,a m ) h-> y^ai Uj 

i=X 

est surjective au-dessus de M. Son noyau jY est un faisceau de ^M-modules 
coherent. D'apres le theoreme B, nous avons H l {L, ^V) = 0. On en deduit que la 
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famille (iti, . . . ,u m ) engendre &(L) en tant que ^(L)-module. Par consequent, 
il existe Ai, . . . , A m € 0(L) tels que 

m 

P~ - p + = ^2\i Ui dans &(L). 

Par hypothese, quel que soit i e [l,m], il existe A~ € &{K~) et A,+ € 
tels que 

Ai = A~ - Xf dans 0{L). 

Nous avons alors l'egalite 

m m 

p~-J2 x i u i = p + -J2 x t u * dans 

i=l i=l 

On en deduit l'existence d'un element (5 de J?q(M) verifiant d(j3) = 7 dans J?\(M). 

□ 
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6.3. Parties compactes de la base 

Dans la suite de ce chapitre, nous reprenons les notations du chapitre 4. 

Nous allons maintenant appliquer les resultats obtenus au paragraphe precedent 
pour demontrer que certaines parties compactes de l'espace de base B sont de 
Stein. A cet effet, nous allons exhiber des systemes de Cousin-Runge. Enongons 
tout d'abord un resultat de theorie des nombres. 

Lemme 6.3.1. — II existe C G R tel que, quel que soit 
il existe y £ A verifiant 

Vcr £ Soo, \y - x a \ a < C. 

Demonstration. — Notons r\ le nombre de places reelles de K et Ir^ le nombre 
de places complexes de K. Le resultat decoule directement du fait que Pimage 
de l'anneau des entiers A par l'application 

K -» R ri x C7 2 ~ R r i+ 2r 2 
x i ^ {o-{x)) ueTloo 

est un reseau. □ 

Le lemme qui suit sera utile pour exhiber des systemes de Cousin. 
Lemme 6.3.2. — Soient a £ £ et u £ ]0,l(a)[. Posons 

K- = K, af\ K+ = B \ ]a* a 1 ™] et L = K~ n K+ = {<}. 

II existe D £ R tel que, quel que soit a £ 3&{Lq), il existe a~ £ 33(Kq) et 
a + £ £3(Kq) verifiant les proprietes suivantes : 

i) a = a~ — a + dans 3&(Lq) ; 

i{ ) Ha - !*- ^ D W a h ; 

Hi) < D ||a||i - 

Demonstration. — Considerons la constante C £ R dont le lemme 6.3.1 as- 
sure l'existence. Nous pouvons, sans perdre de generality, supposer que C > 1. 
Soit a £ 38(Lq). Remarquons que l'anneau 38 (Lq) est isomorphe au corps K a 
muni de la valeur absolue |.|". Dans le raisonnement qui suit, nous aurons besoin 
de connaitre le type de a. 
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Supposons, tout d'abord, que a G Eqo. Dans ce cas, nous avons 
08{Kq) = K et ||.|| x - = max(|.|^ |.| ff ) 

et 

&(Kt) =A et 11.11^+ = max (I.LA 

Distinguons plusieurs cas. Supposons, tout d'abord, que \a\ a > 1. Puisque a G Soo, 
le nombre reel |a|" est un element de K a . Par definition de C, il existe b G A 
verifiant les proprietes suivantes : 

1. \b+\a\X<C; 

2. W G \ {a}, \b\ a , < C. 

Quel que soit 0" / gS oo \{cj}, nous avons done 

\b\ a > < C <C\a\ u a . 

De nouveau, nous allons distinguer deux cas. Supposons, tout d'abord, que \b\ a > 1. 
De la premiere inegalite, nous tirons 

Ma < \< + C 

< (c + i)H« 
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Puisque \b\ a > 1, nous avons egalement < (C + 1) |a|". Si |6| CT < 1, nous 
avons encore \b\ a < (C + 1) |a|". 

Supposons, a present, que |a| CT < 1. Nous avons alors l'egalite ||a||^~ = |a|". 
Nous posons 6 = 0. 

Dans tous les cas, il existe D G R tel que ||a+6||^- < D |a|" et < D |a|". 

Nous pouvons, par exemple, choisir D = C + 2. Les elements a~ = a + b 
de ^(ETJ") et a + = b de £8(Kq) verifient les proprietes demandees. 

Supposons, a present, que a 6 Ey\ Nous avons alors 
^(K -) = i CT et INI*- = 

et 



e * ll-lli<r+ = max ( M") max (\-\cr, 

cr'GEoo 



1 

a 

Comme precedemment, nous allons distinguer plusieurs cas. Pour commencer, 
supposons que \a\ a > 1. D'apres le theoreme d' approximation fort, il existe un 
element b de f] a / e x f \{<7} verifiant 

\b + a\ a < 1. 

En partculier, b + a appartient a 3&(Kq). Par definition de la constante C, il 
existe c 6 A verifiant la propriete suivante : quel que soit a' £ E^, nous avons 
\b + c\ a i < C. On en deduit que, quel que soit a' S T,^, nous avons 

\b + c\ a , < C <C\a\ u a . 

En outre, nous avons 

|6 + C<max(K,|a + 6|-,|C)<K. 

Supposons, a present, que \a\ a < 1. Dans ce cas, a appartient a 33(K~). Nous 
posons b = c = 0. 

Dans tous les cas, il existe D 6 R tel que \\a + b + c\\ K - < D\a\%. et 
11^ + c \\k + — D \ a k\a- Nous pouvons, par exemple, choisir D = C+l. Les elements 
a~ = a + b + c de £$(Kq) et a + = 6 + c de £§{Kq) verifient les proprietes de- 
mandees. □ 

Interessons-nous, a present, a la propriete d' approximation qui intervient dans 
la definition des systemes de Cousin-Runge. 

Lemme 6.3.3. — Soient a G £ et u € ]0,l(a)[. Posons 

Ku = K, af \ K+ = B\ K, et L = n K+ = {<}. 
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Soient p,q G N et s±, . . . , s p , t±, . . . , t q G 38 {Lq). Soit 5 G R+. Si a appartient 
d £/, alors il existe un element inversible f de 38(Kq) et des elements s^, . . . , s' p 
de 3§{Kq) et t[, . . . ,t' q de 38 (Kq) tels que, quel que soient i G [1,2>] et j G [1, qj, 
on ait 

i) \\f~ ls i ~ 4\\l Wftjho < 5 ; 

™) ll/ _1 Si||io Wfh ~ *jlko ^ 

Si a appartient a Eqo, alors il existe un element inversible g de 38{Kq) et des 
elements s'[, . . . ,s'p de 38{K^) et t'[, . . . , t!' q de 38(Kq) tels que, quel que soient 
i G et j G [l,g], on ait 

i) \\9Si ~ s"\\l Wd^tjho < S; 
H) \\gSi\\L h^U - t"\\L a < s. 

Demonstration. — Posons M = max{||sj||L , PjIIloj 1 — * — Pi^ — 3 — l}- 
L'anneau de Banach 3§{Lq) n'est autre que le corps K a muni de la valeur ab- 
solue |.|". Par consequent, pour tout element i de [l,n], il existe un element s* 
de K tel que 

hi ~ s *iho < S - 

Distinguons maintenant deux cas. Supposons, tout d'abord, que a est un 
element de Sj. D'apres le lemme 3.1.6, il existe h G A telle que 

/ \h\*<l; 

\ WeX f \{a}, \h\ a , = l. 
II existe N G N tel que, quel que soit % G [l,p], on ait 

h N s* ei=J(K -). 

Posons 

/ = h~ N G K. 

Son image dans l'anneau 38(Kq) est inversible. En outre, quel que soit i G [l,f?], 
nous avons 

wrhi - r's^ho < iir'bo hi - s*\\ Lo < 5 \r l \ u a . 

Soit j G [1, q\. D'apres le theoreme d' approximation fort, il existe un element ti- 
de A[l/a] tel que 

\\ft 3 -t*\\ Lo <6. 

En particulier, la fonction t* definit un element de 38 (Kq) et, quel que soit i G 
[1,2?], nous avons 

lir^lk Wfh - <ilUo < \rX INk s < ms, 
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car / 1 G A. Quel que soit i € nous avons egalement 

HZ" 1 ** - [Uo ll/*ilUo < * I/" 1 !" I/I" II*jIUo < Af*- 

Supposons, a present, que a G T,^. II existe g G A tel que, quel que soit 
i G on ait gs* G A. Remarquons que l'image de g dans £8{Kq) est inver- 

sible et que gs* est un element de 3§{Kq). En outre, quel que soit i G [l,n], 
nous avons 

\\gsi - gs*\\ Lo < llslko ll s i _s ilko ^ bl"^- 

Choisissons un nombre reel N > tel que 

Vi e [l,p], II^IUo < 
Soit j G [1, (/]. II existe un element t* de K tel que 

llrt-i*l|L <^. 
La fonction i* definit un element de 38{Kq) et, quel que soit i G verifie 

Wasiho lis -1 *? - t*\\ Lo < \\gsi\\ Lo — < 5. 

Quel que soit i G nous avons encore 

\\gsi - s*\\l h^tjUo < \g\l5\g~X \\tA\ Lo < MS. 

□ 

Les lemmes qui precedent nous permettent d'exhiber de nombreux systemes 
de Cousin-Runge. 

Proposition 6.3.4. — Soient a G S et u G ]0, Z(<r)[. Posons 

Kn=K,4% K+ = B\K,a 1 ^]. 

Soient K~ et K + deux parties compactes et connexes de I'espace B dont I'in- 
tersection est le singleton {a"}. II existe un systeme de Cousin-Runge associe 
au couple (K~,K + ). 

Demonstration. — Ce cas est particulierement simple et nous allons construire 
un systeme de Cousin-Runge dont l'ensemble A est reduit a un seul element. 
Quitte a echanger les compacts K~ et K + , nous pouvons supposer que nous 
avons les inclusions 

K~ C Kq et K + C Kq. 

Posons 

(^-,||.||-) = (^o").ll-lk-). 
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+ 



) = &(K+), \\.\\ K +) 



et 



(y, 11-11) = 



On definit de maniere evidente des morphismes bornes ip~ et ip + comme dans 
la definition des systemes de Banach. La proposition 3.1.21 permet de definir 
egalement des morphismes p~ , p + et p. L'ensemble de ces donnees forme un 
systeme de Banach associe au couple (K~ , K + ). Les deux lemmes qui precedent 



De ce resultat, nous allons deduire que toute partie compacte et connexe de 
l'espace B est un espace de Stein. 

Theoreme 6.3.5. — Soit M une partie compacte et connexe de l'espace B. 
Tout faisceau de 6m -modules de type fini satisfait le theoreme A. 

Demonstration. — Soit & un faisceau de €?M-modules de type fini. Soit b un 
point de M. D'apres le lemme 6.1.2, le faisceau & verifie le theoreme A sur un 
voisinage du point b. Par compacite de M, il existe un entier p et des parties 
compactes et connexes Vq, . . . ,V P de M recouvrant M telles que, quel que soit 
i £ [0,p], le faisceau & verifie le theoreme A sur V%. Nous pouvons, en outre, 
supposer que, quel que soit j € [0,p — 1], les compacts Wj = Uo<i<j ^ e * ^j'+i 
s'intersectent en un ensemble reduit a un point de la forme a", avec a E S et 
u € ]0, On montre alors, par recurrence et en utilisant a chaque etape la 

proposition 6.3.4 et le corollaire 6.2.11, que, quel que soit j € [0,p], le faisceau & 
verifie le theoreme A sur Wj. On obtient le resultat attendu en considerant le 
cas j = p. □ 

Theoreme 6.3.6. — Soit M une partie compacte et connexe de l'espace B. 
Tout faisceau de 6m -modules coherent satisfait le theoreme B. 

Demonstration. — Soit & un faisceau de <£?M-modules coherent. Soit 



une resolution flasque du faisceau & ' . Soient q 6 N* et 7 un cocycle de degre q 
sur M. Soit b un point de M. Par definition, le cocycle 7 est un cobord au 
voisinage du point b. En raisonnant comme dans la preuve qui precede et en 
utilisant la proposition 6.2.12, dont la premiere hypothese est verifiee d'apres 
la proposition 6.3.4, au lieu du corollaire 6.2.11, on montre que le cocycle 7 est 
un cobord sur le compact M. Puisque ce resultat vaut pour tout cocycle, nous 
avons finalement montre que le faisceau & verifie le theoreme B. □ 



assurent que c'est un systeme de Cousin-Runge. 



□ 



j? Q ±> 



d 
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Corollaire 6.3.7. — Toute partie compacte et connexe de I'espace B est un 
espace de Stein. 
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6.4. Parties compactes des fibres 



Appliquons, a present, les resultats obtenus dans le cas des parties compactes 
des fibres de la droite analytique X. Nous commencerons par demontrer l'exis- 
tence de systemes de Cousin-Runge. 

Lemme 6.4.1. — Soient V une partie compacte de B et u,v,w trois nombres 
reels verifiant < u < v < w. Pour tout element f de I'anneau £%(V){u < \T\ < v), 
il existe des elements f~ de &(V)(\T\ < v) et f + de £$(V)(u < \T\ > w) tels 
que 

i) / = /- + /+ dans &(V)(u < \T\ < v) ; 
H) \\f~\\v,v < ll/ll v,M,t) ; 
Hi) \\f + \\v,u,w < ||/||v,«,v 

Demonstration. — II existe une suite (ak)kez d'elements de BS{V) telle que 
f = Y,akT k €@(V)(u< \T\ <v). 



fcez 



Posons 



et 



f~ = Y,a k T k e^(V)(\T\<v) 



fc>0 



/+= Y, a k T k e£l(V)(u<\T\<w). 



k<-l 

Ces elements verifient l'egalite 

/ = /" + /+ dans &(V)(u < \T\ < v). 
Interessons-nous, a present, aux normes de ces series. Remarquons que 

ifc 



fcez 



V,u,v 



||afc||v max(u fc ,u fc ) 
fcez 



Nous avons 



et 



link, 

l|/ + lk«,u 



£ 

fc<-i 
W a k\\w k < 



ak\\vu k + Y \\ a k\\vv k . 



k>0 



\V,u,v 



fc>0 



Yj ll°Aslk«* < \\f\\v,u,v 



k<-l 



□ 
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Lemme 6.4.2. — Soient V une partie compacte de B et u,v,w trois nombres 
reels verifiant < u < v < w. Soient p et q deux entiers et s±, . . . , s p ,tx, . . . , t g 
des elements de &(V)(u < \T\ < v) . Soit 5 G Rt. Alors, il existe un element in- 
versible f de £%(V)(u < \T\ < w), des elements s[, . . . , s' p de 33(V)(u < \T\ < w) 
et t'i, ■ ■ ■ ,t' q de 3B(V)(\T\ < v) tels que, quel que soient i G et j G [1,<?J, 

on ait 

i) \\f~ ls i ~ s 'i\\v,u,v \\ftj\\v,u,v < $ ; 
H) \\f~ l Si\\v,u,v \\ftj - t'jWv^v < S. 

Demonstration. — Pour i G et j G notons 

Si = a f Tk G ^(V) (u < \T\ < v) 



et 



Soit M > tel que 



tj = ^ bf T k G &{V){u < \T\ < v). 



max ( || Si || v>,u) < M et max (||£j living) < M. 
II existe ko < tel que, quels que soit j G [1, qj, on ait 



■Si) i 



vu K < 



M' 



k<k -l 

Posons 

f = T ~k e &(y)(u < | T j < w ). 
C'est un element inversible de {%(V)(u < \T\ < w). Pour j G posons 

4 = / E b f Tfc = E b i 3 L Tk e w<m < v )- 

k>k k>0 

Quels que soient i G et j G [1, qj, nous avons alors 



11/ ^illVjiiji; Wftj tj\\v,u,v — \\T "IIVjUj-u ||^i||v,u,< 



/ E b ^ Tk 

k<k -l 



< u k ° M 



V,u,v 



V,u,v 



< u ko M ll^llv^ 



fc<fc -i 



5. 
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Soit i G II existe un element s'( de 98{y)\T,T- x \ tel que 

Posons 

s'i = r l s'l = T k °s'l G a<y)(u < \T\ < w). 

Quel que soit j € [1, g], nous avons alors 

II/ -1 * - ^iiv>,, iia-iiv,^ < n fco ^ (l) h0 v~ ko M < 5. 



□ 



Proposition 6.4.3. — Soit b un point de B. Soit r un element de R?j_\-y/| Jt?(b)* 
Notons x le point r] r de la fibre Xf,. Soient K~ et K + deux parties compactes et 
connexes de la fibre Xb dont I 'intersection est egale au singleton {x}. Alors, il 
existe un systeme de Cousin-Runge associe au couple (K~ ,K + ). 

Demonstration. — II existe un nombre reel w tel que la partie compacte K~ U 
K + soit contenue dans le disque ouvert de centre et de rayon w de la fibre Xb- 
Quitte a echanger les compacts K~ et K + , nous pouvons supposer que 

K~ C {y eX b \ \T(y)\ < r} . 

Soit (V^) nG N une suite decroissante de voisinages compacts du point b dans B 
qui compose un systeme fondamental de voisinages de ce point. On deduit faci- 
lement l'existence d'une telle suite de la description explicite de la topologie de 
l'espace B presentee au numero 3.1.1. Soit (ti n )neN une suite croissante et de 
limite r d'elements de ]0, r[. Soit (f n )neN une suite decroissante et de limite r 
d'elements de ]r, w[. Pour tout element n de N, nous posons 

(!%-,\\.\\-) = (<%(V n )(\T\ <v n ),\\.\\ Vn>Vn ), 

ll-lln ) = mVn)(u n < \T\ < w) , \\.\\ Vn> u n> w) 

et 

V n ,U n ,V n )- 

Quels que soient n £ N et m S N, on definit de maniere evidente des morphismes 
ip~ , ip£ , p~, p+ et p n comme dans la definition des systemes de Banach. Le fait 
que les trois derniers soient bornes decoule de la proposition 2.1.1. L 'ensemble 
de ces donnees forme un systeme de Banach associe au couple {K~ , K + ). Les 
trois premieres proprietes sont evidentes et la derniere decoule du theoreme 
2.4.8. Les deux lemmes qui precedent assurent que ce systeme est un systeme 
de Cousin-Runge. □ 
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Corollaire 6.4.4. — Soit b un point de I'espace B. Soit P b (T) un polyndme a 
coefficients dans J4?(b). Soit r un element de YC + \ y/\J$7(b)*\. Posons 

L = {zeX b \\P b (T)(z)\=r}. 

Soient s et t deux elements de R+ tels que s < r < t. Considerons les parties 
compactes de X definies par 

Kq ={zeX b \s<\P b (T)(z)\<r} 

et 

K+ = {zeX b \r<\P b (T)(z)\ <t}. 

Notons Mq leur reunion. Soit & un faisceau de &M Q - m °dules de type fini qui 
satisfait le theoreme A sur les compacts Kq et Kq. Alors il le satisfait encore 
sur Mq . 

Demonstration. — D'apres le lemme 3.1.22, il existe un voisinage ouvert U du 
point b dans B et un polynome P(T) a coefficients dans 0(U) dont l'image dans 
Jf?(b)[T] est P b (T). Comme explique au numero 5.5, le morphime 

&{U)[T] 0(U)[T,S]/(P(S) —T)—* 0(U)[S] 

induit un morphisme 

<p : Z = X v - X V = Y. 
C'est un morphisme topologique fini, d'apres la proposition 5.5.1. Posons 

K~ = {z G X b \s < \T(z)\ < r} 

et 

K + = {z e X b \r < \T{z)\ < t}. 

Ces deux compacts ont pour intersection Pensemble reduit au point r] r de la 
fibre X b , point que nous noterons y. Notons M leur reunion. Un calcul direct 
montre que, pour tous nombres reels u et v, nous avons 

if" 1 ({z G X b | u < \T(z)\ < v}) = {z G X b | u < \P b (T)(z)\ < v}. 

En particulier, nous avons 

V -\K~) = Kq, <p~\K + ) = K+, <p~ l {y) = L et <p-\M) = M . 

On en deduit que la partie compacte Lq est finie. 

D'apres le lemme 6.1.3, il existe un entier p et des elements . . . ,t~ de ^(Kq) 
dont les images engendrent le ^^-module & g , pour tout element z de Kq . Dc 
meme, il existe un entier q et des elements . . . de J&(Kq ) dont les images 
engendrent le €?z j2 -module pour tout element z de Kq. Le corollaire 5.6.2 
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et la proposition 5.6.6 nous permettent d'appliquer le theoreme 5.5.4. II assure 
que la famille (1,5,..., S^" 1 ), ou d designe le degre du polynome P, engendre le 
^yy-module (<p*&z)y Quitte a remplacer la famille {t~)i<i< p de ip*^{K~) par 
la famille (S k t i r )o<fc<d-i,i<i<p ) nous pouvons supposer que le sous-^y^-module 
de {(f*^) y qu'elle engendre est identique au sous-^*^)?/ -module de {(p*^) y 
qu'elle engendre. D'apres le theoreme 5.1.4, les morphismes naturels 



n 

26-L0 



et (ip*&) 



z€L 



sont des isomorphismes. Pour tout element z de Lq, la famille . . . ,t~) en- 
gendre le ^%^-module 3P Z . Par consequent, elle engendre egalement le 6y,y- 
module (tp*JP) y . De meme, quitte a remplacer la famille {tf)\<i< q de (p*^(K + ) 
par la famille (S k tf)o<k<d-i,i<i<q, nous pouvons supposer qu'elle engendre le 
meme <??y i?r module (ip*^) y . 

D'apres le theoreme 6.2.10 et la proposition 6.4.3, il existe alors des elements 



que 



s+ de J^(M), a" de GL P 



■)) et o+ de GL q (0(K+)) tels 



et 




dans &{K~ 



dans &{K + ) q . 



Les matrices a et a + induisent des elements a et clq de GL p (0(K o )) 
et GL{0(K+)) tels que 

M 

dans ^(Kq) p 



et 



Les sections s 



l > 





dans ^{K+) q . 



s+ de &(Mq) engendrent alors le 



en tout point z de Mq. On en deduit le resultat annonce. 



^ j2 -module & z 
□ 



Interessons-nous, maintenant, plus specifiquement au cas des fibres centrale 
et extremes. 
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Theoreme 6.4.5. — Soit b un point central ou extreme de I'espace B. Soit M 
une partie compacte et connexe de la fibre X b . Tout faisceau de &m -modules de 
type fini satisfait le theoreme A. 

Demonstration. — Soit & un faisceau de ^M-modules de type fini. D'apres le 
lemme 6.1.2, tout point de M possede un voisinage sur lequel le faisceau & 
verifie le theoreme A. Par compacite de M, il existe un entier p et des parties 
compactes et connexes Mq, . . . , M p de M recouvrant M telles que, quel que 
soit i G [0,p], le faisceau & verifie le theoreme A sur Mj. Nous pouvons, en 
outre, supposer que, quel que soit j G \0,p — 1], les compacts Nj = Uo<i<j 
et Mj + i s'intersectent en un ensemble reduit a un point de type 3. Quel que 
soit j G [0,p — 1], il existe alors un polynome irreductible Pb(T) a coefficients 
dans J4?(b), un element r de \ {1} et des elements s et t de R + verifiant 
s < r < t tels que Ton ait soit 

NjC{zeX b \s< \P b (T)(z)\ < r} et M j+1 C{z£X b \r< \P b (T)(z)\ < t}, 

soit 

M j+1 C {z G X b | 8 < \P b (T)(z)\ < r} et Nj C {z G X b \ r < \P b (T)(z)\ < t}. 

On montre alors, par recurrence et en utilisant le corollaire precedent a chaque 
etape, que, quel que soit j G [0,p], le faisceau & verifie le theoreme A sur Nj. 
On obtient le resultat attendu en considerant le cas j = p. □ 

Remarque 6.4.6. — Nous pouvons en fait demontrer le resultat precedent 
pour tous les points de B nm . II suffit de savoir ecrire tout compact M de X b 
comme reunion de compacts Mq,...,M p , pour un certain entier p, verifiant 
les memes proprietes que ceux de la preuve du theoreme : pour tout element j 
de [0,p — 1], il existe un polynome P b (T) a coefficients dans J4?(b), un element r 
de R!j_ \ \f\,3f{b)*\ et des elements s et t de R + verifiant s < r < t tels que Ton 
ait 

Nj= (J ^={06^11^)1=^ 
1<»<J 

et soit 

Nj C {z G X b | 8 < \P b (T)(z)\ < r} et M j+1 C {z G X b \ r < \P b (T)(z)\ < t}, 
soit 

M j+1 C {z G X b | s < \P b (T)(z)\ < r} et Nj C {z G X b \ r < \P b (T)(z)\ < t}. 
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On peut demontrer que, pour tout element r de \ yJ\JV{b)*\ et tout 
polynome irreductible P b a coefficients dans J4?(b), l'ensemble 

{zeX b \\P b (T)(z)\=r} 

est reduit a un point. Le resultat concernant le decoupage des compacts s'obtient 
alors en utilisant le fait que les points du type precedent sont denses et la 
structure d'arbre de l'espace X b . 

Lemme 6.4.7. — Soit b un point de l'espace B. Soit P b (T) un polynome a 
coefficients dans J^ib). Soit r un element de R+ \ v/| Jf(b)*\. Posons 

L = {zeX b \\P b (T)(z)\=r}. 

Soit t > r. Considerons les parties compactes de X definies par 

Kq = {zeX b \ \P h (T)(z)\ <r} 

et 

K+ = {z£X b \r<\P b (T)(z)\<t}. 

Leur intersection est le compact Lq. Pour tout element f de 6(Lq), il existe un 
element f~ de 0{K^) et un element f + de 0(Kq) qui verifient Vegalite 

/ = /" + /+ dans 0(Lq). 

Demonstration. — Commengons par le meme raisonnement que dans le corol- 
laire qui precede. D'apres le lemme 3.1.22, il existe un voisinage ouvert U du 
point b dans B et un polynome P{T) a coefficients dans £?{U) dont l'image dans 
c3tf(b)[T] est P b (T). Comme explique au numero 5.5, le morphisme 

ff(U)[T] -> 0(U)[T,S\/(P(S) —T)—> 0(U)[S] 

induit un morphisme 

<p : Z = X v - X V = Y. 

Posons 

K- = {yeX b \\T(y)\ < r} 

et 

K+ = {y GX b \r < \T(y)\ < t} . 

Ces deux compacts ont pour intersection l'ensemble reduit au point rj r de la 
fibre X b , point que nous noterons x. D'apres le theoreme 5.6.7, les morphismes 
naturels 

0(K-)[S]/(P(S)-T)^0(K^), 
@{K+)[S]/{P{S)-T)^@{K+) 
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et 



e Y , x [S\/(P(S)-T) - 0(L O ) 



sont des isomorphismes. Par consequent, il suffit de demontrer le resultat pour 
le point x et les parties compactes K~ et K + . Le resultat decoule alors de 
l'existence d'un systeme de Cousin associe au couple (K~,K + ) (c/. proposition 



Theoreme 6.4.8. — Soit b un point central ou extreme de I'espace B. Soit M 
une partie compacte et connexe de la fibre X&. Tout faisceau de &u- m odules de 
type fini satisfait le theoreme B. 

Demonstration. — Soit & un faisceau de £?M- m odules coherent. Soit 



une resolution flasque du faisceau & ' . Soient q € N* et 7 un cocycle de degre q 
sur M. Par definition, tout point de M possede un voisinage sur lequel le co- 
cycle 7 est un cobord. Par compacite de M, il existe un entier p et des parties 
compactes et connexes Mq, . . . , M p de M recouvrant M telles que, quel que soit 
i £ [0,p], le cocycle 7 soit un cobord sur Mj. Nous pouvons, en outre, sup- 
poser que, quel que soit j G [0,p — 1], les compacts Nj = (Jo<i<j e * 
s'intersectent en un ensemble reduit a un point de type 3. 

Montrons, par recurrence, que, quel que soit j € [0,p], le cocycle 7 est un 
cobord sur le compact Nj. Le cas j = est vrai par hypothese. Soit j £ {0,p — 1] 
et supposons que le cocycle 7 est un cobord sur le compact Nj. D'apres le 
lemme precedent, pour tout element / de G(Nj RMj+i), il existe un element f~ 
de &(Nj) et un element / + de ff^Mj+x) qui verifient l'egalite 



En outre, puisque Pintersection Nj n Mj+i est reduite a un point, tout fais- 
ceau de ^A^nMj+i-niodules verifie le theoreme B. Finalement, tout faisceau de 
&NjUM j+ i -modules coherent satisfait le theoreme A, d'apres le theoreme 6.4.5. 
La proposition 6.2.12 assure alors que le cocycle 7 est un cobord sur le compact 
Nj U Mj+i = Nj+i, ce qu'il fallait demontrer. 

Nous avons en particulier prouve que le cocycle 7 est un cobord sur le compact 
M = N p . Puisque ce resultat vaut pour tout cocycle, nous avons finalement 
montre que le faisceau & verifie le theoreme B. □ 



6.4.3). 



□ 



/ = /" + / 



dans 6>{Nj n M j+l ). 
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Remarque 6.4.9. — Nous pouvons en fait demontrer le resultat precedent 
pour tous les points de B um en procedant de meme et en utilisant le resultat 
dont il est question a la remarque 6.4.6. 

Le cas des parties compactes des fibres internes peut se traiter, comme tou- 
jours, en se ramenant au cas classique des espaces analytiques sur un corps 
value complet. Nous pouvons en deduire des resultats independants de la fibre 
consideree, par exemple dans le cas des couronnes. 

Theoreme 6.4.10. — Soient b un point de I'espace B et r et s deux elements 
de R + verifiant I'inegalite r < s. Posons 

C = {yeX h \r < \T(y)\ < s}. 

La couronne C est un sous-espace de Stein de la droite analytique X. 

Demonstration. — Si b est un point central ou extreme de I'espace B, le resultat 
decoule des theoremes 6.4.5 et 6.4.8. 

Supposons desormais que le point b est un point interne de I'espace B. Notons 

j b :X b ^X 

le morphisme d'inclusion. Soit & un faisceau coherent sur C . Le faisceau de 
@x b -modules j^ 1 ^ est encore un faisceau coherent sur C. D'apres la proposi- 
tion 3.4.6, il nous suffit de montrer que le faisceau j b -1 ^ verifie les theoremes A 
et B. 

Distinguons, a present, deux cas. Si le point b appartient a une branche ul- 
trametrique, son corps residuel Jt?(b) est muni d'une valeur absolue ultrametrique 
non triviale. D'apres le theoreme 2.4 de [20], la proposition 3.3.4 de [1] et le 
theoreme 6.1.9, pour tous elements r' et s' de R + , la partie de I'espace analy- 
tique A.J^f b \ definie par 

{y £X b \r> < \T(y)\ < s'} 

est un espace de Stein (dans notre sens). Or, d'apres le lemme 3.2.12, l'ensemble 
des parties de la forme 

{y eX b \r'< \T{y)\ < s'}, 

oil r' et s' sont deux elements de R+ verifiant r' -< r et s' > s, est un systeme 
fondamental de voisinages de C dans I'espace analytique Aj^ b y Le corollaire 
6.1.8 assure alors que la partie compacte C de I'espace analytique A^ 11 ^ est de 
Stein. 
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Si le point b appartient a une branche archimedienne, le faisceau coherent & 
verifie encore les theoremes A et B. En effet, les couronnes fermees de C sont 
des espaces de Stein. □ 

Remarque 6.4.11. — Lorsque le point b est un point interne d'une branche 
ultrametrique, nous avons essentiellement redemontre un cas particulier de la 
proposition 3.1 de [14]. 
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6.5. Couronnes compactes de la droite 

Dans ce paragraphe, nous demontrons que certaines parties compactes de la 
droite analytique X sont de Stein. Comme precedemment, nous commencerons 
par exhiber des systemes de Cousin-Runge. 

Lemme 6.5.1. — Soient a £ X, u £ ]0,/(<t)[ et s,t £ R + tels que s < t. 
Posons 

Kv = K, af \ K+ = B\ ]a u a , aW] et L = n K+ = {<}. 

Soit D £ R la constante dont le lemme 6.3.2 assure V existence. Quels que 
soient s,t £ [0, +oo[, avec s < t, et quel que soit f £ 38(Lq)(s < \T\ <t), 
il existe f~ £ 3S(Kq)(s < \T\ < t) et f+ £ SS(K%)(s < \T\ < t) verifiant les 
proprietes suivantes : 

i) f = r~f + dans !%(L )(s < \T\ < t) ; 

**) ll/"lljc -,*,t < D \\f\\L , s ,t; 

Hi) \\f + \\ K +, s , t <D H/ll Lo , s , t . 

Demonstration. — Soient s,t £ [0, +oo[, avec s < t, et / £ £$(Lq){s < \T\ < t). 
Par definition, il existe une famille (ak)kez de £$(Lq) = K a telle que Ton ait 

/ = j>r fc 

fcGZ 

et que les series 

afc t k et Y a k s k 

fc>0 fc<0 

convergent. Soit k £ Z. D'apres le lemme 6.3.2, il existe des elements a^ 
de 3§{Kq) et de 38 (Kq) verifiant les proprietes suivantes : 

i) a k = - a~l dans £8{Lq) ; 
u ) H a fc IIk " ^ D H°fclUo ; 

™>) \\ a k Wk+ - D W a k\\L - 
Posons 

fcGZ 

et 

fcGZ 

Ces series veriflent les conditions requises. □ 
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Contrairement au precedent, le resultat d' approximation ne nous semble pas 
pouvoir se deduire du resultat similaire pour les parties compactes de la base 
(cf. lemme 6.3.3). 

Lemme 6.5.2. — Soient a £ S, u £ ]0, l(cr)[ et s,t £ R + tels que s < t. 
Posons 

K = K, af\ K+ = B \ ]a«, a 1 ™] et L = n K+ = {a«}. 

Soient p,q £ N et s u . . . , s p , h, . . . , t q € @(L )(s < \T\ <t). Soit 5 £ R^_. 
Si a appartient a Sj, alors il existe un element inversible f de 3§(Kq)(s < \T\ < t) 
et des elements s[, ... , s' p de&(K+)(s < \T\ < t) ett[, . . . ,t' q dem{K^)(s < \T\ < t) 
tels que, quel que soient i £ et j £ on ait 

i) Wf^Si ~ s-||i , s ,t \\ftj\\L ,s,t < $ ; 

H) ||/ _1 Si||z, ,M Wftj - *j-|[io,s,i < 

Si a appartient a Sqo, alors il existe un element inversible g de 33(Kq)(s < \T\ < t) 
et des elements s'{,...,s'^ de£B(K$){s < \T\ < t) ett'{,...,t'^ de3&{K^)(s < \T\ < t) 
tels que, quel que soient i £ {l,p} et j £ [1,<?], on ait 

i) \\gsi - s"\\L ,s,t Wg^tjho,*! < 
a) \\gsi\\L , s ,t \\g~\ - t"\\L , s ,t < s. 

Demonstration. — Posons M = max{\\si\\L , s ,ti \\tj\\L ,s,tj 1 < ^ < p, 1 < j < 
q). Soit i £ Lafonction Sj appartient h£$(Lo){s < |T| < t). Par consequent, 

il existe une famille (ak)kez de K a telle que 

fcez 

et les series 

J> fc |«t fc et J> fc |- S fc 

k>0 fc<0 

convergent. II existe nj,n^ £ Z tel que 



k=rii 

II existe egalement s* £ K\T,T~ l ] tel que 



< 5. 



Lo,s,t 



k=n; 



< 5. 



L ,s,t 
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Distinguons deux cas. Supposons, tout d'abord, que a G £/. D'apres le lemme 
3.1.6, il existe h G A telle que 

/ \h\a < i ; 

\ W eE/\H 1^ = 1- 

II existe iV 6 N tel que, quel que soit i G on ait h N s* G A a [T, T~ 1 ]. En 

particulier, la fonction h N s* definit un element de 33(Kq){s < \T\ < t). Posons 

/ = h~ N G K 

C'est un element inversible de 33(Kq){s < \T\ < t). En outre, nous avons 

n/ _1 «i - r\*ik,M < nr'ikcM - **iiio ) .,t < 25 ir 1 !"- 

Soit j G [1, <?]. La fonction tj appartient a 3S(Lq)(s < |T| < t). Par consequent, 
il existe une famine (b k )kez de K a telle que 

kez 

et les series 

£Kt* et £N^ fc 

fc>0 fc<0 
convergent. II existe m,-,m' G Z tel que 



< (5. 



Ln,s,t 



Par le theoreme d'approximation fort, quel que soit e > 0, il existe des elements 
c mj , . . . , c m / de K tels que, quel que soit k G [mj, raj], on ait 

1. V(7 / €E/\H, c k eA a ,; 

2. \b k -c k \l<e. 

On en deduit qu'il existe t* G -A[l/cr] [T, T" 1 ] tel que 



k=m,j 



< 5. 



Lo,s,t 



En particulier, la fonction definit un element de £$(Kq)(s < \T\ < t) et, quel 
que soit i G [l,p], nous avons 

nr^iiUo.M \\ftj - t*\\ Lo>s , t < \rX iNk.M 25 < 

car f~ l G A. Quel que soit i G nous avons egalement 

Wf-hi - r^Ilko.M HA-|k,M < 25 ir 1 !^ 1/12 Wtjh^t < 2MS. 
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Supposons, a present, que a € £oo. II existe g G A tel que, quel que soit 
i E [1, n], on ait (7s* € -A[T, T^ 1 ]. Remarquons que l'image de g l'anneau 3S{Kq){s < \T\ < t) 
est inversible et que gs* definit un element de m{K+)(s < \T\ < t). En outre, 
quel que soit i S [l,ra], nous avons 

\\gsi - gs*\\ Lo ,s,t < \\g\\ Lo \\si - *• |Uo.-,t < 2 \g\ u a 5. 

Soit j € [1,?]. Puisque la fonction appartient a 38{Lq){s < \T\ < t), il 

existe une famille (bk)k<=z de i^j telle que 

= Y J hT k 



kez 



et les series 



fc<0 



fc>0 

convergent. II existe mj,m'- € Z tels que 
g -H.- b k T 



k=nii 



< 



L ,s,t 



2 \\9Sih 



s.t 



En approchant chacun des coefficients bk, avec k € [mj,m^J, on montre qu'il 
existe egalement t* € i^[T, T^ 1 ] tel que 



k—m-i 



< 



2 IbsillLo 



La fonction i* definit un element de &(K Q )(s < \T\ < t) et, quel que soit i £ 
verifie 

HffSiHi at l^" 1 ^ -t*\\ LotStt < \\gSi\\ L st 2 — r < 5. 

2 \\gsi\\L , s ,t 

Quel que soit i £ nous avons encore 

HffSi - SilUo,.,* Ilrtllw,* < 2 \g\Z 5 \g~ l \l ||^|| Lo , M < 2Mb. 

□ 

Proposition 6.5.3. — Soient a £ S, u £ ]0, Z(<x)[ et s,t € R+ ie£s gwe s < t. 
Posons 

K " = K, i^ + = 5 \ K, a i y\ L = n K+ = {<} 



et 



L = C Lo (s,t) = {x £ X \s < \T(x)\ < t}. 
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Soient K une partie compacte de C K -(s,t) et K + une partie compacte de 
C K +(s,t) dont V intersection est le compact L. II existe un systeme de Cousin- 
Runge ass ode au couple (K~ , K + ). 

Demonstration. — Soit (s n ) ne N une suite croissante et de limite s d'elements 
de [0, s[. Soit (i n )neN une suite decroissante et de limite t d'elements de ]t, +oo[. 
Pour tout element n de N, nous posons 

(#-, ||.||-) = (a(Ko)( 8n < \t\ < t n ), \\.\\ K - tant j, 

||.|| + ) = mK)(Sn < \T\ < t n ), ||.|| <)Sn)t J 

et 

(tf, \\.\\ n ) = (&(L ){8 n < \T\ < t n ), \\.\\L ,s n ,t n )- 

Quels que soient n G N et m € N, on definit de maniere evidente des mor- 
phismes bornes ip~ et ip^ comme dans la definition des systemes de Banach. Le 
theoreme 3.2.19 permet de definir egalement des morphismes p~, et p n . La 
proposition 2.1.1 assure qu'ils sont bornes. L'ensemble de ces donnees forme un 
systeme de Banach associe au couple (K~ ,K + ). Les trois premieres proprietes 
sont evidentes et la derniere decoule de nouveau du theoreme 3.2.19, joint a la 
proposition 3.1.21. Les deux lemmes qui precedent assurent que ce systeme est 
un systeme de Cousin-Runge. □ 

Nous allons deduire de ces resultats le fait que les couronnes compactes et 
connexes de la droite analytique X sont des espaces de Stein. 
Theoreme 6.5.4. — Soit V une partie compacte et connexe de Vespace B. 
Soient s et t deux nombres reels tels que < s < t. Posons 

M = C v (s,t) = {x G X v \s < \T(x)\ < t}. 

Tout faisceau de Gu -modules de type fini satisfait le theoreme A. 

Demonstration. — Soit & un faisceau de ^M-uiodules de type fini. Soit b un 
point de V. D'apres le theoreme 6.4.10, le faisceau & verifie le theoreme A sur 
le compact Xj n M et done sur un voisinage de ce compact, d'apres le lemme 
6.1.2. En utilisant le lemme qui precede, on en deduit qu'il existe un voisinage 
compact Vb du point b dans V tel que le faisceau & verifie le theoreme A sur 
le compact Xy b fl M. Par compacite de M, il existe un entier p et des parties 
compactes et connexes Vq,... ,V P de V recouvrant V telles que, quel que soit 
i G [0,p], le faisceau & verifie le theoreme A sur Xy i fl M. Nous pouvons, en 
outre, supposer que, quel que soit j G [0,p — 1], les compacts Wj = Uo<-;<j ^ 
et Vj+i s'intersectent en un ensemble reduit a un point de type 3. On montre 
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alors, par recurrence et en utilisant a chaque etape la proposition 6.5.3 et le 
corollaire 6.2.11, que, quel que soit j G [0,2?], le faisceau & verifie le theoreme A 
sur X\y j fl M. On obtient le resultat attendu en considerant le cas j = p. □ 

Theoreme 6.5.5. — Soit V une partie compacte et connexe de Vespace B. 
Soient s et t deux nombres reels tels que < s < t. Posons 

M = C v (s,t) = {x £ Xy | s < \T(x)\ < t}. 

Tout faisceau de 0m -modules coherent satisfait le theoreme B. 

Demonstration. — Soit un faisceau de €?M- m odules coherent. Soit 

une resolution flasque du faisceau & . Soient q 6 N* et 7 un cocycle de degre q 
sur M. Soit b un point de V. D'apres le theoreme 6.4.10, le faisceau & verifie le 
theoreme B sur le compact Xf, n M. Par consequent, le cocycle 7 est un cobord 
au voisinage du compact Xf, n M. En utilisant le lemme 3.2.12, on en deduit 
qu'il existe un voisinage compact Vb du point b dans V tel que le cocycle 7 soit 
sur le compact Xy b fl M. En raisonnant comme dans la preuve qui precede et 
en utilisant la proposition 6.2.12, dont la premiere hypothese est verifiee d'apres 
la proposition 6.5.3, au lieu du corollaire 6.2.11, on montre que le cocycle 7 est 
un cobord sur le compact M. Puisque ce resultat vaut pour tout cocycle, nous 
avons fmalement montre que le faisceau & verifie le theoreme B. □ 

Theoreme 6.5.6. — Soit V une partie compacte et connexe de Vespace B. 
Soient s et t deux nombres reels tels que < s < t. La couronne compacte 

C v (s,t) = {x e Xy \s < \T(x)\ < t} 

est un espace de Stein. 
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6.6. Lemniscates de la droite 

Dans cette partie, nous allons montrer que les theoremes A et B sont satisfaits 
pour les faisceaux coherents definies sur les couronnes ouvertes de la droite 
analytique X et les lemniscates. Ici encore, nous nous inspirerons des techniques 
utilisees en geometrie analytique complexe. Pour toute couronne ouverte C, nous 
considererons une famille croissante de couronnes fermees dont la reunion est 
egale a C. Nous montrerons alors que cette famille forme une exhaustion de 
Stein (c/. [13], IV, §1, definition 6). II nous restera alors a montrer que toute 
partie possedant une exhaustion de Stein est de Stein. 

La preuve que nous proposons ici suit de tres pres l'ouvrage [13] de H. Grauert 
et R. Remmert. Plus precisement, nous nous sommes inspires de la partie IV, §1 
pour les definition et proprietes des exhaustions de Stein et de la partie IV, §4, 
pour montrer que les families croissantes de couronnes fermees considerees en 
satisfont les conditions. 

Nous traiterons finalement le cas des lemniscates en faisant appel au theoreme 
6.1.10 et aux resultats sur les morphismes finis demontres au chapitre 5. 

6.6.1. Exhaustions de Stein 

Commengons par rappeler la definition d'une exhaustion. 
Definition 6.6.1. — Soit S un espace topologique. Une suite (K n ) n ^ de par- 
ties compactes de S est une exhaustion de S si elle verifie les proprietes 
suivantes : 

i) quel que soit n 6 N, le compact K n est contenu dans I'interieur de K n+ \ ; 

ii) la reunion des compacts K n est egale a S. 

Le resultat qui suit est classique (cf. [13], IV, §1, theoreme 4) et nous permet- 
tra de demontrer une partie du theoreme B pour les faisceaux coherents definis 
sur les couronnes ouvertes. 

Theoreme 6.6.2. — Soient S un espace topologique et (X n ) ne N une exhaus- 
tion de S. Soient 5? un faisceau de groupes abeliens sur S et q > 2 un nombre 
entier. Supposons que, quel que soit n € N ; on ait 

Alors on a egalement 

H q {S,y) = 0. 
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Definition 6.6.3. — Solent (A, \\.\\a) e t (B, \\-\\b) deux anneaux munis de semi- 
normes. Soit ip : A — > B un morphisme d 'anneaux. Nous dirons que le mor- 
phisme ip est borne s HI existe un nombre reel M tel que, pour tout element a 
de A, nous ayons 

\\p(a)\\ B < M\\a\\ A . 
Venons-en, a present, aux exhaustions de Stein (c/. [13], IV, §1, definition 6). 
Definition 6.6.4. — Soient (S, &s) un espace localement annele et 5? un fais- 
ceau de ^s-modules coherent. Une suite (K n ) n ^ de parties compactes et de 
Stein de S est une exhaustion de Stein de S relativement au faisceau 5? 
si c'est une exhaustion de S et si, quel que soit n £ N, il existe une semi- 
norme \\.\\ n sur y(K n ) telle que, quel que soit n G N, les proprietes suivantes 
soient verifiees : 

i) la partie ,5 /fi {S)\ Kn de J?(K n ) est dense pour \\.\\ n ; 

ii) Vapplication de restriction (^(K n+ i), \\.\\ n+ i) — > (Jf^Kn), \\.\\ n ) es t bornee ; 

Hi) Vapplication de restriction {y{K n+ \), ||.|| n+ i) — > (y(K n ), \\.\\ n ) envoie toute 
suite de Cauchy sur une suite convergente ; 

iv) tout element s de 5^{K n+ i) verifiant \\s\\ n +i = est nul sur K n . 

Cette notion nous permettra de completer la demonstration du theoreme B 
pour les faisceaux coherents dermis sur les couronnes ouvertes, par Pintermediaire 
du resultat suivant (c/. [13], IV, §1, theoreme 7). 

Theoreme 6.6.5. — Soient (S, <&s) un espace localement annele et 5? un fais- 
ceau de Gg-modules coherent. Supposons qu'il existe une exhaustion de Stein 
de S relativement au faisceau 5? . Alors nous avons 

H X {S,3>) = 0. 

En regroupant les resultats des deux theoremes qui precedent et celui du 
theoreme 6.1.9, nous obtenons le resultat suivant. 

Theoreme 6.6.6. — Soit (S, &s) un espace localement annele. Supposons que, 
pour tout faisceau de &s-modules coherent 5? ', I'espace S possede une exhaustion 
de Stein relativement a 5f '. Alors, I'espace S est de Stein. 

6.6.2. Fermeture des modules 

Pour montrer que les exhaustions naturelles des couronnes ouvertes par des 
couronnes fermees sont bien des exhaustions de Stein, nous avons besoin de 
resultats de fermeture sur certains faisceaux de modules. Nous leur consacrons 
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cette partie. Les preuves que nous proposons sont inspirees de [16], II, D, 
theoremes 2 et 3. 

Commengons par introduire une notation. Soient (Y, &y) un espace analy- 
tique, y un point de Y et V un voisinage du point y dans Y. Soient p S N et M 
un sous-module de @y y - Nous noterons ^f(V) le Gy (V^)-module constitue des 
elements F de ffy{V) p dont le germe F y en y appartient a j& . Definissons, main- 
tenant, la notion de module fortement engendre. Nous l'utiliserons constamment 
dans cette partie. 

Definition 6.6.7. — Soient (Y, tffy) un espace analytique et y un point de Y . 

Soient p € N et j& un sous-module de @y y - Soient V un voisinage du point y 

dans Y et \\.\\ une norme sur ffy(V). Nous munissons le module produit 0y(V) p 

de la norme, que nous noterons encore \\.\\, donnee par le maximum des normes 

des coefficients. Soient q € N et G\, . . . ,G q des elements de ffy(V) p . Nous di- 

rons que la famille (G\, . . . , G q ) engendre fortement le module ^# sur V 

pour la norme |.| s'il existe une constante C £ R telle que, pour tout 

element F de ^f(V), il existe des fonctions fi, ■ ■ ■ , f q dans ffy(V) satisfaisant 

les proprietes suivantes : 
q 

i) F = ^2fiGi dans Jt{V); 

i=l 

ii) quel que soit i E [l,qj, nous avons ||/j|| < C||F||. 

Nous dirons que le module ^# est fortement engendre sur V pour la 

norme |.| s'il existe une famille finie de Gy{V) v qui engendre fortement le 
module sur V pour la norme \\.\\. 

Les systemes de generateurs forts jouissent de proprietes agreables. 
Lemme 6.6.8. — Soient (Y,€?y), (Y',ffy/) e t (Y",ffy) des espaces analy- 
tiques, y, y' et y" des points de Y , Y' et Y" , p, p' , p" des entiers et ^# , , 
des sous-modules de @y y , @y> y > e ^ &y" y "- Soient V, V et V" des voisi- 
nages des points y, y' et y" dans Y, Y' et Y" et \\.\\, \\.\\' et \\.\\" des normes 
sur ffyiV), ffyiiV') et &y>i{V"). Supposons qu'il existe une suite exacte courte 
de groupes abeliens 

o -» Jt'{V) A j%(y) A jz"(v") ^ o 

verifiant les proprietes suivantes : 

i) le morphisme u est une isometrie; 

ii) il existe un morphisme borne uq : @yt (V') — > &y(V) qui verifie 

V/' € 0y>{V'), VF' G JZ(V'), u(f'F') = u (f')u(F') ; 
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Hi) le morphisme v est borne; 

iv) il existe un morphisme borne r : &Y"(y") —> ^y(V) Qui verifie 
V/" G 0y»(V"), VF G Jt(V), v(r{f")F) = f" v{F). 

Si les modules et „#" sont fortement engendres sur V' et V" pour les 
normes \\.\\' et \\.\\" , alors le module ^# est fortement engendre sur V pour 
la norme \\.\\. 

Demonstration. — Commengons par traduire les hypotheses sur les morphismes 
bornes. II existe des constantes D Uo , D v , D T G R telles que, quel que soit /' G 
Gyiiy 1 ), on ait 

IM/OHAJI/T, 

quel que soit F G ^f(V), on ait 

\\v(F)\\" <D V \\F\\ 
et, quel que soit /" G &y"(V"), on ait 

\\r(f)\\<D T \\f\\"- 

Supposons que les modules et sont fortement engendres sur V' et V" 
pour les normes ||.||' et ||.||". II existe un entier r' G N et une famille (G^, . . . , G' r ,) 
de ^'(V') qui engendre fortement le module sur V' pour la norme ||.||', 
avec une certaine constante G G R. De meme, il existe un entier r" G N et une 
famille (G", . . . , G"„) de ^"{V") qui engendre fortement le module sur V" 
pour la norme ||.||", avec une certaine constante C" G R. Quel que soit i G [1, r'], 
nous posons 

H'^uiG'i). 

Quel que soit j G [l,r"], nous choisissons un element H" de ^(V) tel que 

v(H») = G). 

Nous allons montrer que la famille (H[, . . . , H' r ,, H", . . . , H"„) de ^(V) en- 
gendre fortement le module sur V pour la norme |.||. 

Soit F G Jt{V). Alors v[F) G ^'(F')- 11 existe donc fx » • • • » /"» € ^y»(0 
tels que l'on ait 

r" 

«; VjG[l,r"], ||/;||"<C" 



6.6. LEMNISCATES DE LA DROITE 



289 



Posons 

*b = f-i>(/;)fl?. 

Quel que soit j € [l,r"J, nous avons 

||r(//)|| < D T ||/;||" < D T C" \\v{F)\\" < D T C"D V \\F\\. 
Nous en deduisons que 

\\M< \1 + D T C''D V ^\HJ\\ \ \\F\\. 

Posons 

r" 

M= l + D T C"D v ^\\H'j\\. 

i=i 

Nous avons 

v(F ) = v(F) - £ v{r(fj) Hf) = v(F) - £ f! G" = 0. 

3=1 3=1 

Par consequent, Fq G Ker(v) = 9(u). On en deduit qu'il existe F' G ^'(V) tel 
que 

n(F') = F . 

II existe egalement /{,..., € ^"(V) tels que Ton ait 



*»; viEiiy], ||//||'<c"||f'||'. 

Nous avons finalement 



3=1 

\i=i / j=i 

r' r" 

i=i j=i 

Nous avons vu precedemment que la norme des coefficients r(/j') , avec j 6 [1, r"] , 
est bornee en fonction de celle de ||F||. En outre, quel que soit i € [l,r'J, nous 
avons 

\\Mfi)\\ < A« ll/ill' < D U0 C \\F'\\' < D U0 C \\F \\ < D UQ C'M \\F\\. 
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On en deduit que la famille (H[, . . . , H' r ,,H", . . . , H"„) de engendre for- 

tement le module ^# sur V pour la norme ||.||. □ 

Corollaire 6.6.9. — Soient (Y, ffy) un espace analytique et y un point de Y . 
Soient V un voisinage du point y dans Y et ||.|| une norme sur ffyiV). Sup- 
posons que tous les ideaux de &y, y sont fortement engendres sur V pour la 
norme ||.||. Alors, quel que soit p € N*, tous les sous-modules de @y y sont 
fortement engendres sur V pour la norme \\.\\. 

Demonstration. — Nous allons demontrer le resultat par recurrence. L 'initiali- 
sation pour p = 1 n'est autre que l'hypothese. Soit p E N* pour lequel le resultat 
est vrai. Soit j% un sous-module de &yy ■ Notons l'ideal de &Y,y compose 
des elements / de &y,y tels que (0, . . . , 0, /) appartient a j$ . Notons le 
sous- module de @y y dont les elements sont les p premieres composantes des 
elements de j% . Les morphismes naturels 

JZ'{V) ^ JZ(V) A JK"(y) 

torment une suite exacte courte de groupes abeliens. Montrons que les proprietes 
du lemme 6.6.8 sont verifiees. Le morphisme u est bien une isometrie. Choisissons 
pour uq le morphisme identite sur ffyiV)- Les proprietes du point ii) sont alors 
verifiees. Le morphisme v est borne (et l'on peut meme choisir la constante 1). 
Nous pouvons choisir pour r le morphisme identite sur ffy(Y)- L'hypothese 
de Penonce nous assure que l'ideal est fortement engendre sur V pour la 
norme ||.||. L'hypothese de recurrence nous assure que tel est egalement le cas 
pour le module . D'apres le lemme 6.6.8, le module ^ est, lui aussi, forte- 
ment engendre sur V pour la norme ||.||. □ 

Enoncons, a present, quelques conditions permettant d'assurer que certains 
modules possedent des systemes de generateurs forts. 

Lemme 6.6.10. — Soient (Y, &y) un espace analytique et y un point de Y . 
Soit V un voisinage du point y dans Y . Munissons I'anneau ffy(V) de la norme 
uniforme Supposons que le morphisme de restriction ffyiV) — » &y,y est 

injectif et que I'anneau local 6y, y est un corps. Alors, quel que soit p £ N*, tous 
les sous-modules de @y y sont fortement engendres sur V pour la norme ||.||y. 

Demonstration. — D'apres le corollaire 6.6.9, il sufht de montrer que tous les 
ideaux de 0y,y son t fortement engendres sur V pour la norme ||.||y. Puisque 
I'anneau local Gy y est un corps, il ne possede que deux ideaux : &y, y et (0). 
II est evident que la famille (1) engendre fortement l'ideal &y, y sur V pour la 
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norme ||.||y. L'injectivite du morphisme &y(V) — ► &Y,y assure que la famille (0) 
engendre fortement l'ideal &Y,y sur V pour la norme ||.||y. D 

Lemme 6.6.11. — Soient (Y, Gy) un espace analytique et y un point de Y . 
Supposons que I'anneau local &y. y est un anneau de valuation discrete. Soit V 
un voisinage du point y dans Y et ir une uniformisante forte de I'anneau &y, y 
sur V. Alors, la famille (it) engendre fortement l'ideal ir @y, y sur V pour la 
norme \\.\\v- 

Demonstration. — C'est une simple traduction des definitions. □ 

Corollaire 6.6.12. — Soient (Y, ffy) un espace analytique et y un point de Y . 
Supposons que I'anneau local 0y, y est un anneau de valuation discrete. Notons m 
son ideal maximal. Soit V un voisinage du point y dans Y et n une uniformi- 
sante forte de I'anneau @y, y sur V . Supposons que le morphisme de restriction 
ffyiy) — > &Y t y est injectif. Alors, quel que soit p G N* ; tous les sous-modules 
de ffy-y sont fortement engendres sur V pour la norme ||.||y. 

Demonstration. — D'apres le corollaire 6.6.9, il suffit de montrer que tous les 
ideaux de &y t y sont fortement engendres sur V pour la norme ||.||y. Puisque 
I'anneau local &y :V est un anneau de valuation discrete, ses ideaux sont de la 
forme (0) ou (-7r n ) avec n 6 N. L'injectivite du morphisme ffy{V) — ► 0y, y as- 
sure que la famille (0) engendre fortement l'ideal (0) sur V pour la norme ||.||y. 
On constate immediatement que la famille (1) engendre fortement &y, y sur V 
pour la norme ||.||y. Finalement, on montre, par recurrence, en utilisant le 
lemme precedent, que, quel que soit n G N, la famille (ir n ) engendre fortement 
l'ideal ir n Gy, y sur V pour la norme ||.||y. □ 

Appliquons ces resultats au cas de la base B et de l'espace X. 

Corollaire 6.6.13. — Soit Y I'un des deux espaces B et X. Soit y un point 
de Y en lequel I'anneau local &y, y est un corps ou un anneau de valuation 
discrete. II existe un systeme fondamental 'f de voisinages compacts du point y 
dans Y tel que, pour tout element V de "V et tout entier p G N* ; tout sous- 
module de @y y est fortement engendre sur V pour la norme ||.||y. 

Demonstration. — D'apres la proposition 3.6.5 et le theoreme 4.4.2, le principe 
du prolongement analytique vaut au voisinage de tout point de l'espaces Y. Par 
consequent, pour toute partie connexe V contenant le point y, le morphisme de 
restriction &y(V) — > &y, y est injectif. 
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Supposons, tout d'abord, que l'anneau local &y,y est un corps. D'apres le 
lemme 6.6.10 et la remarque qui precede, il suffit de demontrer que le point y 
possede un systeme fondamental de voisinages compacts et connexes. C'est 
evident pour l'espace B et c'est encore vrai pour l'espace X, d'apres le theoreme 
4.4.1. 

Supposons, a present, que l'anneau local ffy,y est un anneau de valuation 
discrete. Soit ir une uniformisante de l'anneau &y, y et U un voisinage du point y 
sur lequel elle est definie. D'apres le corollaire 6.6.12 et la remarque figurant au 
debut de la preuve, il suffit de montrer que le point y de Y possede un systeme 
fondamental V de voisinages compacts et connexes tel que, pour tout element V 
de "V i la fonction ir est une uniformisante forte de l'anneau &y,y sur V- C'est le 
cas, d'apres le lemme 4.1.10 et le theoreme 4.4.7. □ 

II nous reste a traiter le cas des points rigides des fibres extremes de l'espace X. 
Soient V une partie compacte de B et t un nombre reel strictement positif. 
D'apres la proposition 3.2.14, le morphisme naturel A[T] — > ^(V^JT] se prolonge 
un un morphisme injectif 

j v y.0{D v (t))^0(V)(\T\<ty. 

Soit / un element de <9{Dy{t)). II existe une suite (a^ke'N d'elements de ff{V) 
telle que Ton ait l'egalite 

JvAf) = ^a k T k dans ff(V){\T\ < rf. 

fcGN 

Nous posons alors 

\\f\\v,t = ^2\\a k \\ v t k 

fceN 

La fonction \\.\\v,t definit une norme sur l'anneau 0(Dy{t)). 
Lemme 6.6.14. — Soit m un element deYlf. Posons Vq = [a m , a m }. Soit x le 
point de la fibre extreme X m defini par V equation T(x) = 0. Soient V un voisi- 
nage compact et connexe du point a m dans Vq ett un element de I'intervalle ]0, 1[. 
Pour tout element F de 0(Dy(t)) dont I 'image dans l'anneau local &x,x est di- 
visible par n m , il existe un element dyj(F) de &{Dy{t)) qui verifie l'egalite 

F = -K m dy !t (F) dans 0(Dy(t)). 

Demonstration. — Soit un element F de 0(Dy(t)) dont l'image dans l'anneau 
local &x,x est divisible par 7r m . Considerons la restriction de la fonction F a la 
trace E du disque Dy(t) sur la fibre extreme X m . Cette fonction est nulle au 
voisinage du point x. Le principe du prolongement analytique sur X m assure 
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qu'elle est nulle en tout point de E. Or, d'apres le corollaire 4.2.5, en tout 
point y de E different de x, l'anneau local &x,y est un anneau de valuation 
discrete d'uniformisante 7r m . On en deduit que la fonction F est divisible par 7r TO 
au voisinage de tout point de E. Soit z un point de Dy(t)\E. La fonction 7r m est 
inversible au voisinage de ce point. Par consequent, la fonction F est multiple 
de 7r m au voisinage de ce point. 

En utilisant le fait que les anneaux locaux sont integres et que le principe du 
prolongement analytique vaut sur la partie connexe Dy(t) de X, nous obtenons 
l'existence d'un element dv,t{E) de ff(Dy(t)) qui verifie l'egalite 

F = TT m d v ,t(F) dans 0(D v (t)). 

□ 

Lemme 6.6.15. — Soit m un element de T,j. Posons Vq = [a m , a m ]. Soit x 
le point de la fibre extreme X m defini par V equation T{x) = 0. Soit un 
ideal de &x,x- Supposons que pour tout voisinage W du point x dans X, il 
existe un voisinage compact et connexe V du point a m dans Vq et un nombre 
reel t > tels que le disque compact Dy(t) soit contenu dans W et I'ideal ir m J? 
soit fortement engendre sur Dy{t) pour la norme ||.||v,t- Alors, il en est de mime 
pour I'ideal J? . 

Demonstration. — Soit W un voisinage du point x dans X. Par hypothese, il 
existe un voisinage compact et connexe V du point d m dans Vq, un nombre 
reel t > 0, un entier q et des elements Gi,...,G q de 0{Dy{t)) verifiant les 
proprietes suivantes : 

i) le disque compact Dy(t) est contenu dans W ; 

ii) la famille (Gi, . . . , G q ) engendre fortement le module 7r m J^ sur Dy{t) pour 
la norme ||.||yt, avec une certaine constante C. 

Nous reprenons les notations du lemme qui precede. Soit F un element de J?(Dy(t)). 
La fonction 7r m F appartient alors a Tt m <#{Dy(t)). II existe done des elements 
/i, . . . , f q de 0(Dy(t)) satisfaisant les proprietes suivantes : 

g i 

i) vr m F = h Gi = n m ^2 fi dyt{Gi) dans 0(D v (t)) ; 

i=l i=l 

ii) quel que soit i G [1, qj, nous avons ||/i||v,f < C ||7r m .F||v,i. 
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La partie Dy(t) etant connexe, l'integrite des anneaux locaux et le principe du 
prolongement analytique nous assurent que 

q 

F = J2fi d v,t(Gi) dans &(Dy{t)). 

i=l 

En outre, pour tout element i de nous avons 

\\fi\\v,t < C \\* m F\\v,t < C\\ir m \\ v \\F\\y t . 

On en deduit que la famille (d(Gi), . . . , d(G q )) engendre fortement le module J* 
sur Dy(t) pour la norme ||.||v;t- d 

Remarque 6.6.16. — L'implication reciproque de celle enoncee dans le lemme 
precedent est valable et sa demonstration est d'ailleurs evidente. 

Proposition 6.6.17. — Soitm un element deT,f. Posons V$ = [a m , d m ]. Soitx 
le point de la fibre extreme X m defini par V equation T(x) = 0. Soientp un entier 
non nul et un sous-module de ■ Soit W un voisinage du point x dans X . 
Alors, il existe un voisinage compact et connexe V du point a m dans V$ et un 
nombre reel t > tels que le disque compact Dy(t) soit contenu dans W et le 
module ^# soit fortement engendre sur Dy(t) pour la norme ||.||vt- 

Demonstration. — D'apres le corollaire 6.6.9, le cas p = 1 entraine les autres. 
Nous pouvons done supposer que p = 1. Dans ce cas, le module J% est un 
ideal de @x,x- Dans le cas ou l'ideal ^# est nul, le principe du prolongement 
analytique nous permet de conclure. Nous supposerons, desormais, que l'ideal ^# 
n'est pas nul. Rappelons que, d'apres le theoreme 2.4.8, l'anneau local (?x,x est 
un anneau de series convergentes a coefficients dans &B,a m - Plus precisement, il 
est naturellement isomorphe a l'anneau La m defini a la section 2.2. Reprenons, 
a present, les notations du lemme 2.2.11. Notons 

w = min{t;(F) | F G G / 0}. 

D'apres ce lemme, il existe un ideal jY de 0x,x verifiant les proprietes suivantes : 

i) Jt = TX^Jf\ 

ii) il existe un element G de jV qui verifie G(a m ) = 0. 

D'apres le lemme 6.6.15, il suffit de demontrer le resultat voulu pour l'ideal JV . 

II existe un voisinage compact et connexe V de a m dans Vo et un nombre 
reel t > tels que 

G € &(V){\T\ < t). 
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D'apres le theoreme de preparation de WeierstraB (c/. theoreme 2.2.6), il existe 
une fonction inversible E 6 &x,x et un polynome O 6 &B,b[T] distingue de degre 
d G N tel que l'on ait l'egalite G = EVt dans &x,x- Quitte a restreindre V et a 
diminuer t, nous pouvons supposer que cette egalite vaut dans 38(V){\T\ < t). 
Remarquons que fi est un element de JV . D'apres la proposition 2.4.3, quitte 
a diminuer encore V et t, nous pouvons supposer que le disque compact Dy(t) 
est contenu dans W. 

D'apres le theoreme de division de WeierstraB semi-local, quitte a diminuer 
encore V et t, nous pouvons supposer que, quel que soit u € [t, 1], pour tout 
element F de 3S(y){\T\ < u), il existe un unique element (Q,R) appartenant a 
(&(V)(\T\ < u)) 2 tel que 

i) R soit un polynome de degre strictement inferieur a d; 

a) f = qq + r. 

En outre, il existe une constante C £ R^_, independante de u et de F, telle que 
l'on ait les inegalites 

HQIIv.u < C\\F\\ V>U - 
||-R||v> < C||F||v>. 
Soit F un element de £?(Dv(t)). D'apres la proposition 3.2.14, il existe u G ]t, 1] 
tel que 

F £ &{V)(\T\ <u} = 0{V)(\T\ < u). 

En appliquant le resultat precedent, nous obtenons deux elements Q et R de 
38{V){\T\ < u) et done de &(D v (t)), d'apres le theoreme 3.2.16. On en deduit 
que QQ appartient a jV(Dy(t)) et done que R appartient a ^V(Dy(t)). II 
existe ao, • • • , ad-i G 0(V) tels que 

d-l 

R(T)=J^a i T i . 

i=0 

Nous definissons un morphisme de groupes r en associant a l'element F la fa- 
mille (ao, ■ ■ ■ , Les maj orations du theoreme de division de WeierstraB et 

du lemme 2.1.2 nous assurent que 

\\r(F)\\y t < Ct l ~ d \\F\\y t . 

Notons Jf" le sous- &B,a m -module de ^B,a m f° rm e P ar l es families de coef- 
ficients des polynomes de jY dont le degre est strictement inferieur a d. No- 
tons jV 1 l'ideal de Gx,x engendre par f2 et 

u : jf'(D v {t)) JS(D v (t)) 
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l'injection canonique. D'apres le theoreme de division de WeierstraB, nous dis- 
posons alors d'une suite exacte 

-> JS'(D v (t)) A jT(p v (t)) A jV"(D v (t)) 0. 

Montrons qu'elle verifie les conditions du lemme 6.6.8. Le morphisme u est 
bien une isometrie. Nous pouvons choisir l'identite de &Y{Dy{t)) pour le mor- 
phisme uq. Nous avons montre precedemment que le morphisme r etait borne. 
Pour le morphisme r, nous choisissons le morphisme naturel 0(V) — ► ff(Dy(t)). 
II est egalement borne. 

En outre, la famille (G) engendre fortement le module jY ' sur V pour la 
norme ||.||v,t, toujours d'apres le theoreme de division de WeierstraB. La des- 
cription explicite de l'espace V et des fonctions sur cet espace assure que le 
module JV" est egalement fortement engendre sur V pour la norme Nous 
deduisons alors du lemme 6.6.8 que le module jV est fortement engendre sur V 
pour la norme ||.||v,t. 

□ 

Remarque 6.6.18. — Ce resultat vaut egalement pour les points rationnels 
des autres fibres. La demonstration en est d'ailleurs plus simple puisque l'anneau 
local en le point de la base est alors un corps. II vaut encore pour les points 
rationnels des fibres des espaces affines de dimension plus grande. Nous pourrions 
egalement l'adapter pour les points rigides, a condition de prendre la peine 
definir des normes adequates. 

Demontrons, a present, le resultat sur la fermeture des modules que nous 
avions en vue. 

Theoreme 6.6.19. — Soient x un point de X , p un entier non nul et jtft un 
sous-module de ^\ x - Soient U un voisinage de x dans X et F un element de 
&{U) P . Supposons qu'il existe une suite {Fk)k&i de G(JJ) V qui converge vers 
uniformement vers F sur U et que, quel que soit k G N, on ait (Fk) x G 
Alors, on a 

F x G JV. 

Demonstration. — Nous devons distinguer plusieurs cas : celui ou l'anneau local 
&x,x est un corps, celui ou c'est un anneau de valuation discrete et celui ou le 
point x est un point rigide de sa fibre. La demonstration est similaire dans les 
trois cas. Nous ne traiterons que le dernier qui est le plus difficile, en particulier 
a cause de la difference, pour les fonctions definies sur des disques, entre leur 
norme en tant que serie et leur norme uniforme. Seuls les point rigides des fibres 
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extremes ne sont pas traites dans les autres cas. Nous supposerons done que x 
est de ce type. D'apres la proposition 3.3.1, nous pouvons nous ramener au cas 
d'un point rationnel. Quitte a nous placer sur un voisinage assez petit du point 
x, puis a effectuer une translation, nous pouvons supposer que le point x est le 
point de sa fibre defini par l'equation T(x) = 0. 

D'apres la proposition 2.4.3, il existe un voisinage W de b dans B et un 
nombre reel u > tels que la partie Dy(t) soit contenue dans U. D'apres le 
theoreme 6.6.17, il existe un voisinage compact et connexe V de b dans W, un 
nombre reel t G ]0, u[, un entier q G N et des elements G\, . . . , G q de Dy{t) tels 
que la famille [G\, . . . , G q ) engendre fortement le module ^# sur Dy(t) pour la 
norme ||.||y,t, avec une certaine constante C. 

Quitte a extraire une sous-suite de (-Ffc)fc 6 Ni nous pouvons supposer que, quel 
que soit k G N*, nous avons 

W F k ~ F k-l\\D v {u) ^ 2 ~ k - 

D'apres la proposition 2.1.3, nous avons alors 

||F fc -F fc _ 1 || V ;i < —2 
u — t 



-k 



Vj G [1,?], \\fk,j - fk-i,j\\r> v (t) ^ o 



Construisons, a present, par recurrence, des suites (,/fc,i)fceN> • • • j (/fc,g)fcGN 
de &{Dy{t)) verifiant les proprietes suivantes : quel que soit k G N, nous avons 

q 

F k = ^2 fkj G 3 

3=1 

et, quel que soit k G N*, nous avons 

C 
2 1 

Initialisons la recurrence. Pour construire /o,i, • • • 5 /o,?) il sumt d'utiliser le 
fait que la famille (G±, . . . ,G q ) engendre fortement le module M sur Dy(t) 
pour la norme ||.||v,t avec la constante C et de l'appliquer a la fonction Fq. 

Soit k G N* et supposons avoir construit fk-i,i, ■ ■ ■ , fk-i,q £ &(Dv(t)) 
verifiant les proprietes demandees. En appliquant la propriete de generation 
forte a la fonction — Fk-i, on montre qu'il existe gk,i, ■ ■ ■ ,gk,q £ @(Dv(t)) 
verifiant 

q 

F k - F k ^x = ^ 9k,jGj 
3=1 

et 

C 

Vi G (1, qj, \\gk,j\\v,t < C\\F k - F fe _i||y it < -j. 
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Pour j £ [1, qj, posons 

fk,j = fk-l,j + 9k,j- 

On obtient alors le resultat voulu car, quel que soit j £ [1, q}, nous avons 

\\Sk,j\\D v (t) ^ \\9k,j\\v,t- 

Soit j £ [1,?]. D'apres les inegalites precedentes, la suite (/fcj)fceN est de 
Cauchy dans &(Dy(t)). Soit Uq un voisinage du point x dans X contenu dans 
l'interieur de Dy{t). La suite (fk,j)k&N converge alors dans &(Uq). Notons 
fj £ &{Uq) sa limite. Nous avons alors 

<? 

F = J2fj°j dans ^(Uo)- 

3=1 

On en deduit fmalement que 

F x £ Jt. 

□ 



6.6.3. Conclusion 

Nous nous interesserons ici a l'etude des lemniscates au-dessus de n'importe 
quelle partie connexe de l'espace de base B. Commengons par enoncer un resultat 
topologique. II se demontre a l'aide des descriptions explicites du numero 3.1.1 

Lemme 6.6.20. — Toute partie connexe de l'espace B possede une exhaustion 
par des parties compactes et connexes. 

Soit V une partie connexe de l'espace B. Soit (Vn)n&N une exhaustion de V 
par des parties compactes et connexes de l'espace B. 

Soient s,t £ [0, +oo[, avec s < t. Soient (s n )neN et (t n )neN deux suites reelles 
verifiant les conditions suivantes : 

i) la suite (s n )ngN est strictement decroissante et tend vers s ; 

ii) la suite (in)neN est strictement croissante et tend vers t; 
Hi) sq < to. 

Soit (iin)nGN une suite strictement croissante et tendant vers l'infini d'elements 
de [s , +oo[. 
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Posons 



v& = 


{•' 


G A> 


S <|T(x)| 


<t} 


v$ = 
v$ = 

v.!? = 
W 4) = 


{ X 


€ X v 


S <|T(x)| 


<t} 


{.)' 


ex v 


S <|T(x)| 


<t} 


{x 


G X v 


8<\T(x)\ 


<t} 


{x 


G Xy 


\T(x)\ > s 


} 


et V,< 5 > = 


\.r 


G Xy 


\T(x)\ > s 


}■ 



Designons par C l'une de ses six parties de X. Definissons alors une exhaustion 
(C n ) nS N de C par des parties compactes en posant, pour tout n G N, 



C n 


= ly„nC(M) 


si 


C = 


v% 


C n 


= x Vn nc(s n ,t) 


si 


C = 




C n 


= x Vn nC(s,t n ) 


si 


c = 


v& 


C n 


= x Vn nC(s n ,t n ) 


si 


c = 


v& 


C n 


= x Vn nC(s,u n ) 


si 


c = 


v,«> 


et C n 


= x Vn n C(s n ,u n ) 


si 


c = 





Nous allons montrer que l'exhaustion (C n ) ng N est une exhaustion de Stein 
de C relativement a tout faisceau de ^c-modules coherent. Nous savons deja, 
d'apres le theoreme 6.6.29 que, pour tout element n de N, la partie C n est de 
Stein. Fixons un faisceau de (^-modules coherent S fi . 

II nous faut, a present, definir une semi-norme sur chacune des couronnes 
compactes considerees. Soit n G N. D'apres le theoreme A et le lemme 6.1.3, il 
existe un entier l n G N* et un morphisme de €?(7 n -modules surjectif 

Le theoreme B assure qu'il induit un morphisme de ^(C n )-modules surjectif 

e n : G{C n ) 1 - ^y{C n ). 

Introduisons une notation. Pour toutes parties E et F de X verifiant E C F 
et tout entier positif I, nous noterons ||.||oo,E la- semi-norme sur l'anneau ff(F) 1 
obtenue en prenant le maximum des normes uniformes sur E des coefficients. 

Nous definissons alors une semi-norme ||.|| n sur 5^{C n ) en posant, pour toute 
section s G =y(C n ), 

||s|| n = mfflltllocC*, t G ^n 1 ^)}- 

II nous reste a verifier que les conditions de la definition 6.6.4 sont satisfaites. 
Soit n G N. Introduisons, tout d'abord, quelques notations. Nous designerons 
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par r n et p n les applications de restriction suivantes : 

r n : (0(C n+1 ) l ^\ \\.\\oo,C n+1 ) - {0{C n ) ln+ \ lUkeJ 

et 

p n : (y(C n+1 ), ||.|| n+ i) -» (^(C n ), ||.|| n ). 

Le morphisme r n est borne. 

D'apres le theoreme B, le morphisme surjectif a n+ \ : ^Cn+i ~~ * considere 
precedemment induit un morphisme surjectif 

< : <?(C n ) W - .^(C n ). 

Nous pouvons done definir une nouvelle semi-norme ||.||^ sur S^{C n ) en posant, 
pour toute section s 6 =5^(C n ), 

llslln = inf{||t||oo,C„, t G e'" 1 ^)}. 

Nous noterons 

a n :y(C n ),\\.\\' n )^(y(C n ),\\-\\n) 

le morphisme identite allant de l'anneau y{C n ) muni de la norme ||.||^ a l'an- 
neau 5?{C n ) muni de la norme ||.|| n - 

Lemme 6.6.21. — Quel que soit n € N, il existe un morphisme borne 
qui fait commuter le diagramme suivant : 



Demonstration. — Soit (ei, . . . , ei n+1 ) la base canonique du ^ > (C n _|_i)-module 
&(C n+ i) ln+1 . Quel que soit i G [l,/ n+ i], on choisit g» € ff(C n ) ln tel que 

en(ffi) = (°"n ° £n)( g i) dans S?{C n ). 

L' application 



i=l i=l 
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convient. Elle fait clairement commuter le diagramme qui precede. En outre, 
pour tous elements f±,..., fi n+1 de &(C n ), nous avons 



ln+1 

^2 f* 9i 



i=i 



ln+1 

< /I \\fi\\c n Hgi||oo,Cn 



OO, C n 



1=1 



< 



< 



, max (H/illcn) Y] \\9i\\oo,a 
i<%<i n+1 • 



i=l 



i=l 



oo,C r , 



^ ] Wdi l|oo,C„ 
i=l 



□ 



Finalement, nous obtenons le diagramme commutatif suivant : 

£n+l 




Demontrons, a present, que les conditions de la definition 6.6.4 sont satisfaites. 
Lemme 6.6.22. — Pout tout entier positif n , le morphisme p n est borne. 

Demonstration. — Soit n € N. Les morphismes r n , r\ n et e n sont bornes. 
Par consequent, il existe un nombre reel M tel que, pour tout element t de 
l+ i) ln+1 , nous ayons 



Ikn ° Vn ° r„(t)||„ < M ||t||oo,C„ + i- 

Soit s un element de J^(C n +i). Soit (5 > 0. II existe un element ^ de ^? > (C n _|_i) in + 1 
tel que 

IMIoo,CWi ^ NU+1 +<*• 

On en deduit que 

||Pn(s)||n = \\£n ° Vn f n (ts)\\n 

< M\\t 5 \\ oofin + 1 

< M\\s\\ n+ i + M5. 

On obtient le resultat voulu en faisant tendre le nombre reel 5 vers 0. □ 
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Lemme 6.6.23. — Pout tout entier positif n, I'image du morphisme p n est 
dense dans y(C n ) pour la norme \\.\\ n - 

Demonstration. — Soit n € N. Puisque le morphisme a n est surjectif et borne, 
il suffit de montrer que I'image du morphisme de restriction 

y(c n+1 ) - y(c n ) 

est dense pour la norme ||.||^. 

Soit s un element de y(C n ). Soit 5 > 0. II existe un element t de @{C n ) ln+1 tel 
que e' n (t) = s. On deduit du lemme 3.2.12 et de la proposition 3.2.18 (respective- 
ment 3.2.14) que l'anneau A[T, T^ 1 ] (respectivement A[T]) est dense dans &{C n ) 
si s n > (respectivement s n = 0). En particulier, l'anneau &(C n+ i) est dense 
dans l'anneau &{C n ) et il existe un element t' de ff{C n+ i) ln+1 tel que 

\\r n {t') - tHoo.c < S. 
Posons s' = e n+ i(t') € y(C n+ i). Nous avons alors 



S '\c n 



< 5. 



□ 



Lemme 6.6.24. — Soit n € N. Soit s € o?^(C n +i) telle que \\s\\ n +i = 0. Alors 
la section s est nulle sur I'ouvert (C n +i)°. En particulier, elle est nulle sur C n . 

Demonstration. — Par hypothese, il existe t € e~, x (s) et une suite (ij) jG N de 
Ker(£ n+ i) verifiant 

lim ||* — *i||oo,CW+i =°- 

En d'autres termes, la suite (tj)jeN converge uniformement vers t sur (C n +i)°. 

Soit x 6 (C n+ i)°. La suite des germes ((ij)x)jeN converge vers t x dans ^y^ 1 - 
D'apres le theoreme 6.6.19, nous avons 

t x £ er(e n+ i) x . 

Par consequent, i € ^er(e n+ i)((C n+ i)°) et la section s est nulle sur (C n+ i)°. 

□ 

Lemme 6.6.25. — Soitn 6 N. Soi£ (sfc)fcgN une swiie d'elements de 5P{C n +\) 
qui est de Cauchy pour la semi-norme ||.|| n +i. // existe un element s de y{C n ) 
tel que la suite (p n (sk))keN converge vers s pour la semi-norme ||.|| n - 

Si s' est une limite de la suite (p n (sk))keN dans y{C n ), alors elle coincide 
avec V element s sur I'ouvert (C n )° . 
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Demonstration. — II existe une application a : N — > N strictement croissante 
telle que 

Vfc € N, ||s a (jfc) - S Q (fc+l)||n+l < ^k+i- 

Pour tout entier positif k, choisissons un element de &(C n+ i) ln+1 qui releve 
l'element s a nA — s a (fc+i) de =5^(C n+ i) et verifie 

||4||oo,C„ +1 < 

Choisissons egalement un element to de €?(C n +i) ln+1 qui releve sq. Pour tout 
entier positif k, posons 

k 

tk = to + di ■ 
1=0 

C'est un element de <ff(C n +i) ln+1 qui releve s&. On verifie aisement que la suite 
(^fc)fceN est une suite de Cauchy de ^(Cn+i) " +1 . Puisque la couronne C n est 
contenue dans l'interieur de C n +i, la suite {r n {tk))keN converge dans ff(C n ) ln+1 . 
Notons t sa limite. 

Puisque les morphismes % et e n sont bornes, la suite (e n .(^n(^n(^fc))))fceN 
de ^(C n ) converge vers s = e n (rj n (t)). Or, pour tout entier positif k, nous 
avons 

£n(Vn(r n (tk))) = Pn(s a (k))- 

Par consequent, la suite (/?n(sfc))fceN de y{C n ) possede une valeur d'adherence. 
Puisque le morphisme p n est borne et que la suite {sk)k&i est de Cauchy, la 
suite (p n (sk))keN l'est encore. On en deduit qu'elle converge vers s. 

Soit s' une limite de la suite {p n (sk))keN dans y(C n ). Nous avons \\s' — s\\ n = 
0. D'apres le lemme 6.6.24, les elements s et s' coincident sur l'ouvert {C n )° . □ 

Lemme 6.6.26. — Soit n € N. L'image du morphisme 
est dense pour la semi-norme ||-||n- 

Demonstration. — D'apres le lemme 6.6.22, pour tout entier k > n, il existe 
Mfc > 1 tel que, pour tout element t de S^(Ck+i), nous ayons 

||£|cj| fe < -^fc ll*IU+i- 
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Soit s un element de y(C n ). Soit 5 > 0. Choisissons une suite (5k)k>n 
d 'elements de telle que 

k>n \i=n / 

En utilisant le lemme 6.6.23, on montre, par recurrence, qu'il existe un element 

{Sk)k>n ^ 

k>n 

tel que s n = s et, pour tout entier k > n, 

s k+l\Ci, ~ s k — $k- 
K k 

Soit k > n. Pour tout entier I > k, nous avons 
N+i|c fc - s i\c k \\k = ||(«i+i|c, - si)\ Ck \\k < {Y[Mi\5i< I Y[Mij6i. 

\i=k / \i=n / 

On en deduit que la suite (si\c k )i>k de 5^{Ck) est de Cauchy. D'apres le lemme 
6.6.25, elle possede une limite tk dans 5^{Ck)- 

Soient k\ et &2 deux entiers verifiant k\ > ki > n. Puisque le morphisme de 
restriction de S^iCk^) a ^(Cfc 2 ) est borne, l'element tk 2 \c k 5^(Ck x est une 
limite de la suite {si\c kl )i>k 2 - D'apres le lemme 6.6.25, les elements tk 2 \c k e * 
tjfcj coincident sur (C^) - Puisque (Ck)k>n est une exhaustion de C, la famille 
(tk)k>n determine une section t de 5^{C). 

Pour tout entier k > n, nous avons 

k 
l=n 

Par consequent, pour tout entier k > n, nous avons 



fe /l-i \ 

l=n \i=n / 



F|C„ - s ll" ^ ll*|C„ ~ s fc+l|c, 

En faisant tendre vers l'infini, nous obtenons 

\\t\Cn ~ S \\n< S. 

Cela termine la demonstration. □ 

Les resultats des quatre lemmes qui precedent correspondent aux quatre 
conditions requises pour que l'exhaustion (C n ) ne N soit une exhaustion de Stein 
relativement au faisceau 5? (cf. definition 6.6.4). Nous avons done demontre le 
resultat suivant. 
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Theoreme 6.6.27. — La suite (C n ) nG N esi une exhaustion de Stein de la cou- 
ronne C , relativement a tout faisceau de &c -modules coherent. 

Le theoreme 6.6.6 nous permet alors d'en deduire le resultat voulu. 
Theoreme 6.6.28. — La couronne C est une partie de Stein de la droite ana- 
lytique X. 

A l'aide des resultats sur les morphismes finis que nous avons obtenus, nous 
pouvons deduire que d'autres parties de la droite analytique X sont de Stein. 
Regroupons ces resultats dans le theoreme qui suit. 

Theoreme 6.6.29. — Soit V une partie connexe de Vespace B. Soient s et t 
deux nombres reels tels que < s < t. Soit P un polynome a coefficients 
dans €?(V) dont le coefficient dominant est inversible. Les parties suivantes de 
la droite analytique X sont des espaces de Stein : 



t) 


{.r 


e Xy 


s<\P(T)(x)\ 


< t 


a) 


{.r 


€ Xy 


8<\P(T)(x)\ 


< t 


Hi) 


{.r 


G Xy 


8<\P(T)(x)\ 


< t 


iv) 


{ X 


£ Xy 


s<\P(T)(x)\ 


< t 


v) 


{.r 


G Xy 


\P(T)(x)\ > s 


}; 


vi) 


{.r 


G Xy 


\P(T)(x)\>s 


}• 



Demonstration. — Comme explique au numero 5.5, le morphime 

ff(V)[T] 0(V)[T,S]/(P(S) —T)—> @{U)[S] 
induit un morphisme 

(p : X\j — > Xjj. 

Chacune des parties qui figure dans l'enonce est l'image reciproque d'une cou- 
ronne par ce morphisme. D'apres le corollaire 6.6.28, les couronnes sont des 
espaces de Stein. Nous pouvons done conclure en utilisant le theoreme 6.1.10. 
Les hypotheses en sont verifiees d'apres la proposition 5.5.1, le corollaire 5.5.6, 
le corollaire 5.6.2, la proposition 5.6.6 et le theoreme 4.5.5. 

□ 



CHAPITRE 7 



APPLICATIONS 



Dans ce chapitre, nous exposons quelques resultats sur les series arithmetiques 
convergentes. Rappelons que nous designons par cette expression les series a 
coefficients dans un anneau d'entiers de corps de nombres, eventuellement lo- 
calise par une partie multiplicative finiment engendree, qui possedent un rayon 
de convergence strictement positif en toute place. Nous allons montrer que les 
theoremes geometriques que nous avons obtenus jusqu'ici peuvent etre appliques 
a leur etude. 

Nous consacrons le numero 7.1 aux problemes de Cousin. Rappelons que le 
probleme de Cousin multiplicatif consiste a prescrire l'ordre des zeros et des 
poles d'une fonction meromorphe et que le probleme de Cousin additif consiste 
a prescrire ses parties principales (c'est-a-dire ses parties non holomorphes). En 
geometrie analytique complexe, l'origine de ces questions remonte au XIX cmc 
siecle. Elle sont, desormais, bien comprises et la theorie des espaces de Stein 
permet de leur apporter une solution elegante. Pour plus de precisions, Ton 
consultera avec profit le deuxieme paragraphe du chapitre V de l'ouvrage [13] 
de H. Grauert et R. Remmert. 

Au numero 7.2, nous nous interesserons a la noetherianite de certains an- 
neaux de series arithmetiques convergentes. Pour tout nombre reel positif r, 
notons Z r +[T] l'anneau forme des series en une variable a coefficients entiers 
dont le rayon de convergence complexe est strictement superieur a r. Dans Par- 
ticle [17], D. Harbater demontre, par une preuve purement algebrique, que, pour 
tout nombre reel positif r, l'anneau Z r +[T] est noetherien (c/. theoreme 1.8). 
En geometrie analytique complexe, on trouve un resultat analogue dans Par- 
ticle [11] de J. Frisch, qui sera ensuite precise par Y.-T. Siu, dans [26]. Nous 
adapterons leur methode, tres geometrique, dans le cadre de la droite analytique 
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au-dessus d'un anneau d'entiers de corps de nombres afin d'etendre le resultat 
de D. Harbater. 

Finalement, au numero 7.3, nous proposons une nouvelle demonstration d'un 
resultat de D. Harbater lie au probleme de Galois inverse. Notons [T] l'an- 
neau forme des series en une variable a coefficients entiers dont le rayon de 
convergence complexe est superieur ou egal a 1. Le corollaire 3.8 de Particle [19] 
assure que tout groupe fini est le groupe de Galois d'une extension du corps 
Prac(Zi- [T]). Nous proposons une demonstration geometrique et conceptuelle- 
ment tres simple de ce resultat. 

De nouveau, nous reprenons les notations du chapitre 4. 
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7.1. Problemes de Cousin arithmetiques 

Dans cette partie, nous nous interesserons aux problemes de Cousin pour les 
anneaux de series arithmetiques. 

Nous allons nous interesser a ces problemes sur la droite analytique X = A^ an 
au-dessus de B = ^{A). Puisque les seules fonctions meromorphes sur X sont 
les fractions rationnelles (c/. corollaire 4.4.6), nous n'etudierons pas veritablement 
les problemes de Cousin sur l'espace X, mais nous restreindrons au disque unite 
ouvert de rayon 1. A cet effet, nous utiliserons les resultats obtenus au chapitre 
precedent sur les sous-espaces de Stein de X. Signalons que les demonstrations 
que nous proposons presentent encore des similitudes frappantes avec celles de 
la geometrie analytique complexe. 

Fixons quelques notations. Posons 

D = D(0,1) = {xeX \ \T(x)\ < 1} 
et, quel que soit a 6 E, 

D OCT = {xeX aCT ||T(x)|<l}. 

7.1.1. Probleme de Cousin multiplicatif 

Annoncons tout de suite un resultat negatif : le probleme de Cousin multipli- 
catif n'admet pas toujours de solution sur le disque D, c'est-a-dire qu'il existe 
un diviseur qui ne provient d'aucune fonction meromorphe. En fait, tel est deja 
le cas sur un corps ultrametrique, des que celui-ci n'est pas maximalement com- 
plet. Ce resultat est du a M. Lazard (c/. [21], proposition 6). Fixer les ordres 
des zeros est done impossible, mais nous allons montrer que nous pouvons les 
minorer. 

Definition 7.1.1. — Soit x un point rigide de D a(T . Notons p x € -Kmp - "] le 
polyndme irreductible et unitaire qui lui est associe. L'anneau local &t> )X est 
alors un anneau de valuation discrete dont p x est une uniformisante. Soient f 
une fonction definie sur un voisinage du point x et n un entier. Nous dirons que 
la fonction f s'annule a l'ordre n en x sip x divise f dans l'anneau local &x,x- 
Introduisons une autre definition arm de preciser sous quelles conditions nous 
entendons prescrire les ordres d'annulation. 

Definition 7.1.2. — Une distribution d'ordres o sur D est la donnee de 
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i) un sous-ensemble fini T, Q de £ ; 

ii) pour tout o~ G 5^o? sous-ensemble E G de points rigides de D fl(T 7 * 

Hi) pour tout a £ Y, Q et tout point e G E a , un nombre entier n e 

verifiant la condition suivante : quel que soit a G S D; Vensemble E a est ferme, 
discret et ne contient pas le point 0. 

A toute distribution d'ordres est done associe un diviseur de Cartier sur le 
disque ouvert analytique D aCT . II est presque immediat que ce diviseur s'etend en 
un diviseur de Cartier sur D n X' a . Pour l'etendre egalement a la fibre centrale, 
nous utiliserons le resultat topologique qui suit. 

Lemme 7.1.3. — Soient a G S ; / un ensemble, LT = (Pj)j g / une famille de 
polyndmes a coefficients dans K a , deux a deux distincts, irreductibles et uni- 
taires et la famille de points rigides de X atj associee. Supposons que 

Vensemble E des points Xi, avec i € /, soit contenu dans D a(T , ferme et discret 
dans D Q(T et evite le point 0. Alors la partie 

V u = \J{yeX' (7 \P l (y) = 0} 

iel 

est fermee dans (X' a U X ) n D. 

Demonstration. — Nous allons montrer que le complementaire U de Vq dans la 
partie (X' a U X ) n D est ouvert. Par hypothese, la partie U H D a<T est ouverte. 
La structure de produit de X' a (cf. propositions 3.4.1 et 3.4.2) nous permet d'en 
deduire que la partie U n X' a est encore ouverte. 

Soit y un point de U n X = D n X . II existe un element r de [0, 1[ tel que y 
soit le point r\ r de la fibre centrale X . Puisque la partie E du disque D a<T est 
fermee et ne contient pas 0, il existe t > verifiant 

{z €E\\T(z)\ < t} = 0. 

Par consequent, la partie 

|J {z£X a% \\T(z)\<t*} 
0<e<l 

ne coupe pas Vn- 

Soit s G ]r, 1[. II existe a G ]0, 1] tel que t a > s. La partie definie par 

V = {z£TT- 1 ([ao,<l)\\T(z)\ < s} 

est un voisinage de y dans X a . Observons qu'elle ne coupe pas Vu- En effet, la 
partie Vn ne coupe pas la fibre centrale Xq et ne coupe pas non plus V n X' a , 
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par choix de s. Finalement, nous avons bien montre que la partie Vn est fermee 
dans (X' a Ul ) nD. □ 

Soit o une distribution d'ordres sur D. Pour montrer qu'il existe une fonction 
analytique qui possede des zeros d'ordre superieur a ceux prescrits par o, nous 
allons commencer par interpreter une telle fonction comme une section d'un 
faisceau. A cet effet, construisons explicitement le diviseur de Cartier mentionne 
plus haut. Plus precisement, nous allons associer a la distribution d'ordres o un 
sous-faisceau inversible Sf Q de sur l'espace 

D = D \ I |J X n 

Soient a 6 S Q . Pour chaque element e de E a , choisissons un voisinage ouvert U e 
du point e dans D a<T et evitant le point 0. Quitte a restreindre ces ouverts, nous 
pouvons supposer qu'ils sont deux a deux disjoints. Soit e G E a . Notons p e 
le polynome a coefficients dans K a , irreductible et unitaire associe a ce point. 
L' image de 1' ouvert U e par le not, 

V e = |J T x (y), 

est un voisinage ouvert dans D Q du ferine de Zariski 

Z e = {yeX' a \ Pe (y) =0}. 

Pour / e E a \ {e}, les ouverts V e et Vf sont disjoints. Definissons le faisceau 5^ Q 
sur l'ouvert V e par 

^o\V e =Pe^\V e - 

D'apres le lemme 7.1.3, la partie 



U = D \ (J Z e 
est ouverte. Nous y definissons le faisceau y o par 

y \u = 0\u- 

On verifie sans peine que cette definition est coherente avec les precedentes et 
que le faisceau S^q ainsi construit est un sous-faisceau inversible de 0\o o - 

Theoreme 7.1 .4. — Soit o une distribution d'ordres surY). Alors il existe une 
fonction if holomorphe sur D Q et non nulle verifiant la condition suivante : quel 
que soient a 6 S Q et e € E a , la fonction (p s'annule au point e a un ordre 
superieur a n e . 
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Demonstration. — Le faisceau 5? construit precedemment est inversible et done 
coherent. D'apres le theoreme 6.6.28, ce faisceau satisfait le theoreme A sur D G . 
On en deduit qu'il existe une section globale non nulle p du faisceau 5^ sur D D . 
Cette fonction convient. □ 



7.1.2. Probleme de Cousin additif 



Soient F un ensemble ferine et discret de points de C et (Rf) /<=f une famille de 
polynomes a coefficients dans C sans terme constant. En geometrie analytique 
complexe, la resolution du probleme de Cousin additif sur C, appele encore 
theoreme de Mittag-Lefher, nous assure qu'il existe une fonction meromorphe tp 
sur C verifiant les proprietes suivantes : 

i) la fonction p est holomorphe sur C \ F ; 

ii) pour tout point / de F, nous avons ip(z) — R dans 

Comme precedemment, nous allons chercher a adapter ce resultat pour des 
fonctions meromorphes sur le disque unite ouvert D. Rappelons que nous avons 
introduit le faisceau des fonctions meromorphes a la definition 4.4.3. Com- 
mengons par une nouvelle definition. 

Definition 7.1.5. — Le faisceau quotient 

est appele faiceau des parties principales sur X . 

Par construction, nous disposons de la suite exacte courte 

Soit U un ouvert de X. La suite exacte longue de cohomologie associee commence 
comme suit : 

o -c ff(u) -> jk{u) -> &(u) -> h\u, e) -> • • • 

En particulier, si le groupe H l {U, &) est nul, alors l'application canonique 

est surjective. Cette simple remarque permet de demontrer le theoreme de 
Mittag-LefHer en l'appliquant avec U = C. Nous allons adopter la meme demarche 
pour apporter une solution au probleme de Cousin additif sur l'espace analy- 
tique X. 
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Soit a G S. Fixons une cloture algebrique L CT de i^. Soit x un point rigide 
de D a<T . Le theoreme 3.3.12 assure qu'il existe un element a(x) de L a tel que 
l'on ait un isomorphisme 

K a (a(x)) ~ JT(a?) 

et un voisinage C/^. du point rationnel a(x) de tel que le morphisme 

naturel 



u x : UL -> A 



l,an 



induise un isomorphisme sur son image U x . En particulier, nous avons un iso- 
morphisme 

Vt '. ^.l.an ► & . l.an , s . 

A i CT ' x A x(xy a ( x ) 
Definition 7.1.6. — Une distribution p de parties principales sur D est 

la donnee de 

i) un sous-ensemble fini T, p de £ ; 

ii) pour tout a G T,„, un sous-ensemble F a de points rigides de D a<T ; 

Hi) pour tout a G Sa e ^ tout point f G i*^, un element Rf de Jff(f)[T] sans 
terme constant 

verifiant la condition suivante : quel que soit a G £ p , V ensemble F a est ferme, 
discret et ne contient pas le point 0. 

Si p designe une distribution de parties principales sur D, nous posons 



D p = D \ |J X 



m 

mes p nSy 



Theoreme 7.1.7. — Soitp une distribution de parties principales sur~D. Alors, 
il existe une fonction (p meromorphe sur D p verifiant les conditions suivantes : 

i) quel que soit a ^ S p , la serie ip definit une fonction holomorphe sur D a[T ; 

ii) quel que soit a G T, p la fonction (p definit une fonction meromorphe sur 
D a<T , holomorphe sur le complementaire de F a ; 

in) quel que soient a G T, p et f G F a , nous avons 



iv) if G ( A 



1 

Tip 
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Demonstration. — Nous allons associer a la distribution de parties principales p 
une section s p du faisceau 8? sur D p . Soit a G X p . Pour chaque element / de F a , 
nous avons defini precedemment un voisinage ouvert Uf du point / dans D a<7 . 
Puisque la partie F a est discrete et ne contient pas 0, quitte a restreindre ces 
ouverts, nous pouvons supposer qu'ils sont deux a deux disjoints et evitent le 
point 0. Soit / £ F a . En utilisant les propositions 2.5.3 et 1.3.10, on montre que 
l'isomorphisme uj , defini sur Uf, se prolonge a l'image de l'ouvert Uf par le 
not, 

Vf= |J T x (y). 

yeVf 

C'est un voisinage ouvert dans D p du ferme de Zariski 

Z f = {yeX' a \p f (y)=0}. 

Pour g G F a \ {/}, les ouverts Vf et V g sont disjoints. Definissons la section s p 
du faisceau & sur l'ouvert Vf par 

1 



s P\v f = ( n f X )* ( R f 



D'apres le lemme 7.1.3, la partie 



T-a(f) 



u = u p \i [j z f 

est ouverte. Nous y definissons la section s p par 

s p\u = ^ - 

On verifie sans peine que cette definition est coherente avec les precedentes et 
que nous avons bien construit ainsi une section s p de & sur l'ouvert D p . 

D'apres le theoreme 6.6.28, nous avons H l (T) p , ff) = 0. On en deduit que le 
morphisme canonique 

-#T(D P ) -» £>(D P ) 

est surjectif. Par consequent, la section s p possede un antecedent <p par ce mor- 
phisme. Quel que soit a G S, la fonction 99 definit une fonction meromorphe 
sur D a<T qui possede les proprietes prescrites par Penonce. 

Remarquons egalement que la fonction (p est holomorphe au voisinage de 
la section nulle de D p . On en deduit que le developpement en de tp est a 
coefficients dans A[l/S p ], par la proposition 3.2.14. □ 

Sous cette forme, le resultat du theoreme peut etre obtenu a partir du resultat 
analogue de geometrie analytique complexe et d'un argument d' approximation. 
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Nous en proposons, a present, un raffinement qui, a notre connaissance, ne peut 
se demontrer ainsi. 

Theoreme 7.1.8. — Soient o une distribution d'ordres sur~D et p une distri- 
bution de parties principales sur~D. Supposons que, quel que soit a G S nS p , les 
ensembles E a et F a soient disjoints. Alors, il existe une fonction (p meromorphe 
sur D' = D D fl Dp verifiant les conditions suivantes : 

i) quel que soit a £ S p> la serie ip definit une fonction holomorphe sur D a[T ; 

ii) quel que soit a € T, p la fonction <p definit une fonction meromorphe sur 
D aCT , holomorphe sur le complementaire de F a ; 

Hi) quel que soient a € T, p et f € F a , nous avons 

iv) quel que soient a € T, Q et e £ E a , la fonction <p s'annule au point e a un 
ordre superieur a n e ; 



v) if G [A 



S UE p 



Demonstration. — II suffit de reprendre la preuve du theoreme precedent en 
l'appliquant a d'autres faisceaux. Juste avant le theoreme 7.1.4, nous avons 
construit un sous-faisceau 5? de ^|d d - Construisons un sous-faisceau 3T de 
par la meme methode. Reprenons les notations utilisees lors de la definition du 
faisceau y o . Nous pouvons, en outre, supposer que les ouverts U e , et done V e , 
sont connexes. Soient a 6 S Q et e £ E a . Notons S e l'ensemble des elements 
de ff\v e qui ne sont pas identiquement nuls sur Z e . C'est une partie multiplica- 
tive de @\v e . Nous posons 

Nous posons egalement 

^o\U = ^\U- 

Nous avons bien construit ainsi un sous-faisceau de • 

Le faisceau 5^ s'injecte dans ce faisceau. Nous allons, a present, construire 
une section s p du faisceau quotient -%/^ sur l'ouvert D' = D D n D p . Nous 
pouvons proceder exactement comme dans la preuve du theoreme precedent. 
II suffit de prendre garde a choisir des ouverts Uf qui evitent les points des 
ensembles E a . 

Considerons la suite exacte courte 

-> y o -> % ,%l<9> -> 0. 
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Le faisceau est inversible et done coherent. D'apres le theoreme 6.6.28, nous 
avons done H 1 (D',^ ) = 0. On en deduit que le morphisme canonique 

est surjectif. Par consequent, la section s p possede un antecedent ip par ce mor- 
phisme. Cette fonction possede les proprietes requises. □ 

Nous donnerons a la fin de la partie suivante (c/. corollaire 7.1.10) une in- 
terpretation en termes de series de ce theoreme. 

7.1.3. Theoreme de Poincare 

Dans la lignee des problemes de Cousin, le theoreme de Poincare sur C nous 
assure que toute fonction meromorphe s'ecrit globalement comme un quotient 
de deux fonctions holomorphes. Ici encore, les techniques des espaces de Stein 
s'avereront utiles. 

Theoreme 7.1.9. — Soit M une partie connexe et de Stein de la droite X. 
L'anneau &(M~) est integre et le morphisme naturel 

Frac{ff{M)) -> J£{M) 

est un isomorphisme. 

Demonstration. — Le corollaire 4.4.5 assure done que l'anneau G(M) est integre. 
II suffit de demontrer que le morphisme naturel 

Frac(^(M)) -> M{M) 

est surjectif. Soit h un element de ^#(M). Le faisceau de ^M-modules Gm^^Gm 
est coherent. Puisque la fonction nulle appartient evidemment a l'image du 
morphisme precedent, nous pouvons supposer que h n'est pas nulle. Le faisceau 
&M H h&M n'est alors pas nul. D'apres le theoreme A, il possede une section 
globale non-nulle / sur M. On en deduit le resultat voulu. □ 

Ce theoreme nous permet, par exemple, de decrire les fonctions meromorphes 
sur le disque ouvert de centre et de rayon 1 comme quotient de fonctions 
holomorphes sur ce disque. Nous allons utiliser ce resultat pour donner une 
version explicite, e'est-a-dire en termes de series convergentes, du theoreme 7.1.8. 

Soit a G E. Soient L a une cloture algebrique de K a et L a son complete 
pour la valeur absolue |.| CT . Remarquons que le groupe de Galois Gal(L a /K a ) 
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agit sur L a . Pour tout element x de L a , nous noterons p x le polynome minimal 
unitaire de x sur K a . Nous noterons egalement 



Rappelons, finalement, que l'on peut interpreter les fonctions holomorphes 
sur A}y U comme des fonctions holomorphes sur A 1 -'™ invariantes par le groupe 
de Galois Gdl{L a / K a ). 

Corollaire 7.1.10. — Soit £a une partie finie de E. Pour a G Sa, soient E a 
et F a deux sous-ensembles de L°° disjoints, fermes, discrets et evitantO. Pour a G 
Sa et e G E a , soit n e un entier. Pour a 6 Sa et f E F a , soit Rf un polynome 
a coefficients dans J^f(f) sans terme constant. Supposons que 

i) quel que soient a € Sa, e G et t a Gal(L a /K a ), nous avons 



Alors, il existe deux series u, v G j4[1/Ea]P1 verifiant les proprietes suivantes : 

a) quel que soit a ^ Sa, ^ffl serie u/v, vue comme fonction analytique sur L a , 
est developpable en en une serie entiere de rayon de convergence superieur 



b) quel que soit a G Ss et z ^ F a , la serie u/v, vue comme fonction analytique 
sur L a , est developpable en z en une serie entiere de rayon de convergence 
strictement positif; 

c) quel que soit a G S^; et e G E a , la serie u/v, vue comme fonction analytique 
sur L a , s'annule en e a un ordre superieur a n e ; 

d) quel que soient a G Sa et f G F a , la serie u/v, vue comme fonction analy- 
tique sur L a , est developpable en f en une serie de Laurent de partie princi- 



L°° = {x G L a | \x\ ff < 1} . 



r(e) G E a et n T(e) = n e ; 
ii) quel que soient a G Ea, / G F a et r G GaKLa/K^), nous avons 

r(f)€F a et R T{f) =r(R f ). 



a 1 ; 




convergence strictement positif. 
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7.2. Noetherianite d'anneaux de series arithmetiques 

7.2.1. Sous-varietes analytiques 

Jusqu'ici, nous avons etudie les proprieties de la droite analytique X ou de cer- 
taines de ces parties, comme les disques et les couronnes relatifs. II est egalement 
naturel de s'interesser aux fermes analytiques de la droite X, c'est-a-dire aux 
parties definies localement par l'annulation de fonctions analytiques. Nous en 
proposons ici une breve etude. 

Definition 7.2.1. — Soit U un ouvert de X. On appelle sous-variete analy- 
tique de U tout espace localement annele de la forme 

ou J* est un faisceau d'ideaux de type fini de Gy . 

Remarque 7.2.2. — Soient U un ouvert de X et / un faisceau d'ideaux de 
type fini de L'espace topologique V{J?) est done ferme dans U. Puisque le 
faisceau G\j est coherent, le faisceau d'ideaux de type fini J 1 l'est egalement. 
Nous en deduisons que le faisceau Gjj / 'J* Test encore. 

Definition 7.2.3. — Soient U un ouvert de X et (Z, Gz) une sous-variete ana- 
lytique de U. Soit x un point de Z. On dit que la sous-variete (Z, Gz) est integre 
en x si I'anneau local &z,x es£ integre. On dit que la sous-variete (Z,Gz) est 
integre si elle est integre en chacun de ses points. 

Nous allons, a present, decrire les germes de sous-varietes analytiques integres 
en un point. Soit x un point de X. Soient U un voisinage ouvert de x dans X 
et J> un faisceau d'ideaux de 0\j tel que la sous-variete analytique 

(Z,G z ) = (V(S),Gu/S) 

soit integre en x. L'ideal J° x est done un ideal premier de Gx,x- Nous allons 
distinguer plusieurs cas. 

Supposons tout d'abord, que I'anneau local Gx,x est un corps. L'ideal <f x ne 
peut alors etre que l'ideal nul. Par le principe du prolongement analytique (c/. 
theoreme 4.4.2), au voisinage du point x, l'ideal J? est nul et la sous-variete 
(Z, &z) coincide avec (X, @x)- 

Supposons, a present, que I'anneau local &x,x est un anneau de valuation 
discrete d'uniformisante r. L'ideal J? x est alors soit l'ideal nul, soit l'ideal (r). 
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Si J> x = (0), localement, la sous-variete (Z,&z) n'est autre que l'espace total, 
comme precedemment. Supposons done que J^ x = (r). D'apres 6.6.13, l'ideal ^ 
est localement engendre par r. Distinguons de nouveau plusieurs cas. 

Supposons, tout d'abord, que le point b = ir(x) est un point interne de B. 
II existe a G S tel que ce point appartienne a la branche u-adique ouverte. II 
existe done un polynome P(T) € J4?(b)[T\ = K a [T] irreductible et unitaire tel 
que le point x soit le point de la fibre Xb defini par l'equation P(T)(x) = 0. 
En outre, nous pouvons supposer que r = P(T). Notons V un voisinage ouvert 
et connexe de b dans tt(U) au-dessus duquel l'ideal J* est engendre par P(T). 
Nous pouvons supposer que V est contenu dans la branche u-adique ouverte. 
Alors l'application qui a tout point c deV associe l'unique point y de la fibre X c 
defini par l'equation P(T)(y) = realise un homeomorphisme de V sur Xy DZ. 
On en deduit que Xy n Z est connexe et localement connexe par arcs. En outre, 
en tout point y de Xy n Z, l'anneau local ffz,y est un corps. Par consequent, les 
parties ouvertes et connexes de la sous-variete Xy n Z verifient le principe du 
prolongement analytique. 

Supposons, a present, que b = tt(x) soit le point central ao de B. II existe 
encore un polynome P(T) € Jf?(b)[T] = K[T], irreductible et unitaire, tel que 
le point x soit le point de la fibre Xf, defini par l'equation P(T)(x) = 0. Nous 
pouvons egalement supposer que r = P(T). Au voisinage de x, la sous-variete 
definie par l'equation P{T) = est un revetement topologique de B, ramifie au 
point x. II suffit de choisir pour voisinage de x un ouvert de X sur lequel J' est 
engendre par P(T) et qui evite les fibres extremes X m correspondant a un ideal m 
tel que le polynome P(T) ait des racines multiples dans k m (il n'existe qu'un 
nombre fini de tels ideaux). Comme precedemment, il existe un voisinage W 
de x dans U tel que la sous-variete W n Z soit connexe, localement connexe par 
arcs et que ses parties ouvertes et connexes verifient le principe du prolongement 
analytique. 

Supposons, pour finir, que b = ir(x) soit un point extreme de B. II existe 
alors m € Sj tel que b = a m . L'anneau local @x,x est un anneau de valuation 
discrete si, et seulement si, le point x est de type 2 ou 3. Nous pouvons alors 
choisir l'uniformisante r = 7r m . Par consequent, au voisinage du point x, la 
sous-variete Z n'est autre que la fibre X m . De nouveau, nous en deduisons qu'il 
existe un voisinage W de x dans U tel que la sous-variete W n Z soit connexe, 
localement connexe par arcs et que ses parties ouvertes et connexes verifient le 
principe du prolongement analytique. 
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II nous reste a traiter le cas ou l'anneau local @x,x n'est ni un corps, ni un 
anneau local. Le point x est alors necessairement un point rigide d'une fibre 
extreme : il existe m G £/ et un polynome irreductible et unitaire P(T) € k m [T] 
tel que x soit l'unique point de la fibre X m defini par l'equation P(T){x) = 
0. L'ideal maximal de Gx,x est (ir a , P(T)). L'ideal premier J? x peut etre de 
plusieurs sortes. Tout d'abord, comme dans les cas precedents, nous pouvons 
avoir J? x = (0). La sous-variete Z coincide alors localement avec l'espace X 
tout entier. Si l'ideal JP X est de hauteur 2, c'est l'ideal maximal et la sous- 
variete Z est, localement, reduite au point x. Si l'ideal J? x est de hauteur 1, alors 
nous pouvons avoir JP X = (ir m ), auquel cas la sous-variete Z coincide localement 
avec la fibre X m , ou bien ^ x = (Q(T)), ou Q(T) est un polynome irreductible 
de A m [T] qui releve P(T). Dans ce dernier cas, il est encore possible de construire 
une section de ir qui soit un homeomorphisme d'un voisinage de a m dans B vers 
un voisinage de x dans Z. Dans tous les cas, il existe un voisinage W de x 
dans U tel que la sous-variete W PiZ soit connexe, localement connexe par arcs 
et que ses parties ouvertes et connexes verifient le principe du prolongement 
analytique. 

A l'aide de ces descriptions explicites, nous obtenons les resultats suivants. 

Proposition 7.2.4. — Soit x un point de X . Soient U un voisinage ouvert 
de x dans X et J 1 un faisceau d'ideaux de G\j tel que la sous-variete analytique 

(Z^z) = {V(^)^ u /J) 

soit integre en x. Alors il existe un voisinage ouvert V de x dans X tel que la 
sous-variete Z PiV deV soit integre. 

Proposition 7.2.5. — Soient U un ouvert de X et (Z, &z) une sous-variete 
analytique integre de U . Alors Z est localement connexe par arcs et ses parties 
ouvertes et connexes satisfont au principe du prolongement analytique. 

7.2.2. Theoreme de Frisch 

Dans ce paragraphe, nous demontrons que l'anneau des germes de fonctions 
analytiques au voisinage de certains compacts est noetherien. Le premier resultat 
de ce type a ete obtenu par J. Frisch dans le cadre de la geometrie analytique 
complexe (cf. [11], theoreme I, 9) : 
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Theoreme (J. Frisch). — Soit X une variete analytique reelle ou complexe. 
Soit K une partie compacte de X, semi- analytique et de Stein. Alors I'anneau 
des fonctions analytiques au voisinage de K est noetherien. 

Definition 7.2.6. — Soient E une partie de X et x un point de E. La partie E 
est dite morcelable au voisinage du point x si, pour tout voisinage ouvert U 
de x dans X et toute sous-variete analytique Z de U integre en x, il existe un 
voisinage V de x dans EnU qui possede un systeme fondamental de voisinages 
ouverts dans U dont les traces sur Z sont connexes. 

La partie E est dite morcelable si elle est morcelable au voisinage de chacun 
de ses points. 

Proposition 7.2.7. — Soit E une partie morcelable de X . Soient & un fais- 
ceau coherent sur E et (^n)neN une suite croissante de sous-faisceaux coherents 
de & . Alors la suite (^ n )neN esi localement stationnaire dans E au sens ou, 
quel que soit x G E, il existe un entier hq G N et un voisinage U de x dans E 
tels que 

Vn > n , Vz G U, (& no ) z ^ (& n ) z . 

Demonstration. — Soit x G E. II existe no G N tel que, quel que soit n > no, 
on ait 

no)x y n)x- 

Quitte a remplacer & par & ' / 'J^ no et J^ n par & n /^n , pour n > no, puis a 
decaler les indices, nous pouvons supposer que 

(«^ n)x — 0) 

quel que soit n G N. Puisque ^ x est un module de type fini sur &x,xi il existe 
un entier r G N et une nitration 

= M C M 1 C • • • C M r = & x 

de & x par des sous- modules de type fini et des ideaux premiers po, . . . , p r de Gx,x 
verifiant la condition suivante : quel que soit i G [0, r — 1], on dispose d'un 
isomorphisme 

M (*+i) /M W ^ Xx / Pi . 

Cette nitration et ces isomorphismes se prolongent au niveau des faisceaux. II 
existe une filtration de & 

= JKO) c C • • • C ^ (r) = & 

par des sous-faisceaux coherents definis au voisinage de a et r sous-varietes 
analytiques Zq, . . . ,Z r —i definies au voisinage de x, integres en x et verifiant la 
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condition suivante : quel que soit i G [0, r — 1], on dispose d'un isomorphisme 
de faisceaux 

J5-(i+l)/jj-(i) ^ ff^ 

II nous suffit, a present, de montrer que, pour chaque i G [0,r — 1], la sous- 
suite (^rJneN de ^(*)/^ r ( l+1 ) ~ Zj induite par (J^n)neN stationne au voisi- 
nage de x dans E et meme au voisinage de x dans E n Zi. Soit £/ un voisinage 
ouvert de x dans X sur lequel Zj est definie. D'apres la proposition 7.2.4, nous 
pouvons supposer que Zj n ?7 est une sous-variete integre de U. Par hypothese, 
la partie E de X est morcelable au voisinage du point x. II existe done un voi- 
sinage V de x dans E nU qui possede un systeme fondamental de voisinages 
ouverts dans X dont les intersections avec Zj sont connexes. 

Soient n G N et / G II existe un voisinage ouvert W de V dans X sur 
lequel la fonction / est definie et tel que W H Zi soit une sous-variete integre 
et connexe de W. Puisque (% >n ) x = 0, la fonction / est nulle au voisinage de x 
dans Zi. D'apres 7.2.5, W fl Zj verifie le principe du prolongement analytique. 
On en deduit que / est nulle sur W n Zj. Finalement, le faisceau est nul 
sur V fl Zj, et done sur V. □ 

Corollaire 7.2.8. — Soient E une partie de X morcelable et de Stein, & un 

faisceau coherent sur E et (fi)iei une famille de sections de & sur E. Le sous- 

faisceau de & engendre par la famille (fi)iel est coherent. 

Theoreme 7.2.9. — Soient E une partie compacte morcelable et de Stein de X . 

L'anneau 0(E) des germes de fonctions analytiques au voisinage de E est 

noetherien. 

Demonstration. — Soit (I n )neN une suite croissante d'ideaux de type fini de &(E 
Pour n G N, notons J? n le faisceau d'ideaux coherents de &x engendre par I n . 
D'apres la proposition 7.2.7 et la compacite de E, il existe un rang no G N a 
partir duquel la suite (^ n .)neN stationne. 

Puisque Pideal I no est de type fini, il possede un systeme generateur fini 
(fi, . . . , f p ), avec p G N et, quel que soit i G fi G 0(E). Le morphisme de 

faisceaux 

V — > 

(ai,...,a p ) a\ f ! + ... + a p f p 

est alors surjectif. 

Soit n > hq. Notons le noyau du morphisme de faisceaux (p. C'est encore 
un faisceau coherent sur E. Nous disposons de la suite exacte 

-> -c P -> J n -> 0. 
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Puisque H l {E,^) = 0, le morphisme 

0{Ef ME) 
(ai,...,a p ) i ^ ai/i + . .. + Op/ p ' 

est surjectif. Par consequent, nous avons 

I n CJ? n (E) = (f u ...,f p ) ff(E) Cl no . 

On en deduit que I n = I no . □ 

7.2.3. Series arithmetiques 

Dans ce paragraphe, nous appliquons le theoreme obtenu afin de demontrer la 
noetherianite de certains anneaux de series arithmetiques. II est vraisemblable 
que l'analogue du theoreme de Frisch vaut pour toute partie semi-analytique de 
la droite X = A^ dn . Cependant, pour le demontrer par la methode presentee 
ci-dessus, il nous faudrait savoir que les parties semi-analytiques de X sont 
localement connexes. Nous ne nous lancerons pas dans la demonstration de 
ce resultat et nous contenterons d'adapter le theoreme de Frisch au cas des 
couronnes fermees au-dessus de certaines parties compactes de l'espace B. 

Soit V une partie compacte et connexe de l'espace B. Soit sett deux nombres 
reels verifiant < s < t. Posons 

C = C v (s,t) = {x G X v \s < \T(x)\ < t}.. 

Proposition 7.2.10. — La couronnne C de X est localement connexe par arcs. 

Demonstration. — Si x est un point interieur a C, le resultat est vrai car il l'est 
pour l'espace X lui-meme, d'apres le theoreme 4.4.1. Nous supposerons done, 
desormais, que le point x est situe sur le bord de la couronne C. En particu- 
lier, nous avons necessairement |T(x)| = s ou = t. Nous supposerons 

que |T(x)| = t. L'autre cas se traite de meme. Nous allons distinguer selon le 
type du point x et de son projete n(x) sur la base. 

Supposons, tout d'abord, que le point ir(x) soit un point extreme : il existe 
m G Sj tel que tt(x) = a m . Si le point x est le point n s , alors le resultat provient 
du corollaire 2.4.5, si t ^ 1, et de la proposition 4.3.3, si t = 1. II faut plus 
precisement revenir a la description explicite des sections donnee dans la preuve 
de ces propositions. II nous reste a traiter le cas ou x verifie = 1, mais 

n'est pas le point rji. Un tel point appartient necessairement a Pinterieur de la 
couronne C. En effet, il existe a G et u G [0, 1[ tels que x = r\a,u- Choisissons 
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un releve a de a dans A m . Soit v € ]u, 1[. Alors le voisinage de x dans X defini 
par 

U={yen- 1 (]a Q ,a m ])\\(T-a)(y)\<v} 

est contenu dans C(s, 1). En effet, soient e € ]0, +oo] et y € [7 nX a ^ . Nous avons 
|(T — a)(y)\ < v < 1. Puisque |a(y)| = |a|^ = 1, cela impose que |T(y)| = 1. 

Lorsque le point ir(x) est le point central clq de B, le resultat se demontre de 
facon identique. 

Venons-en, a present, au cas de la partie archimedienne de X. Soit a € £oo. 
Rappelons que, d'apres la proposition 3.4.2, l'application 

X aCT x]0,l] ^ X' a 

(X,£) l— > X 

est un homeomorphisme. Nous supposerons que K a = C. Le cas K a = R se 
traite de meme. Nous avons 

^(Xn^s.t)) = Uu,z) e]o, l] xc| s 1/u < \z\ <t l / u y 

Cette partie est localement connexe par arcs et il en est de meme de son inter- 
section avec la couronne C. 

II nous reste a traiter le cas ou le point tt(x) est de la forme avec a S 
et A € ]0, +oo[. Nous pouvons supposer que A = 1. Comme dans le cas des fibres 
au-dessus d'un corps trivialement value, il nous suffit de traiter le cas ou x est 
le point rjt de sa fibre. Nous supposerons que t € ]0, 1[. Les autres cas se traitent 
de meme. Soit U un voisinage de x dans X. II existe un voisinage connexe par 
arcs V de x dans X arj n U. II existe (3 G ]0, 1[ tel que, quel que soit u € ]t 1///3 , t@[, 
on ait r] u G X aa n V . D'apres la proposition 3.4.1, quitte a augmenter /3, nous 
pouvons supposer que la partie 

w = {x e ,xex aa nv,e 

est un voisinage de x dans U. La trace de W sur chaque fibre est connexe 
par arcs en tant qu'intersection sur un arbre de deux parties connexes par arcs 
(l'une etant homeomorphe a V, l'autre etant une couronne). En outre, ces fibres 
sont jointes par une section depuis la base : l'application qui au point a CT)£ , avec 
e G ][3,l/{3[, associe le point rj t de sa fibre. On en deduit que la trace de la 
partie W sur la couronne C est connexe par arcs. □ 

Corollaire 7.2.11. — La couronne C de X est morcelable. 
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Demonstration. — Soit x un point de C. Soient U un voisinage ouvert de x 
dans X et Z une sous-variete analytique de U integre en x. Nous devons montrer 
qu'il existe un voisinage V de x dans EnU qui possede un systeme fondamental 
de voisinages ouverts dans U dont les traces sur Z sont connexes. 

Supposons, tout d'abord, que Z = U au voisinage de x. Dans ce cas, la 
proposition precedente nous permet de conclure. Si, maintenant, Z est une sous- 
variete analytique stricte de U, nous en connaissons precisement la forme grace 
aux descriptions donnees dans la partie 7.2.1. En particulier, au voisinage du 
point x, la sous-variete Z est soit un point, soit homeomorphe a un inter valle, 
soit une fibre extreme. Le resultat est immediat dans chacun de ces cas. □ 

Theoreme 7.2.12. — L'anneau &{C) des germes de f auctions analytiques au 
voisinage de la couronne C de X est noetherien. 

Demonstration. — Une telle partie est morcelable en vertu du corollaire prece- 
dent. Nous savons egalement qu'elle est de Stein, d'apres le theoreme 6.5.6. Le 
theoreme 7.2.9 nous permet done de conclure. □ 

Corollaire 7.2.13. — Soient £' un sous- ensemble fini de Yj contenant 

et (r -) crg s' une famttle d'elements de ]0, 1[. // existe un element N G A* tel 

que 



Le sous-anneau de K((T)) constitue des series de la forme X]fc>fc ^^l/iani 
les conditions 
i) k G Z, 

ii) Vk > k 0) a k E A[l/N], 



est noetherien. 

Le sous-anneau de KfTj constitue des series de la forme X]fe>o afc T k verifiant 
les conditions 



est noetherien. 

Demonstration. — II suffit d'appliquer le theoreme precedent a une couronne 
bien choisie. Posons 




Hi) Vcr G 3r > r a , lim \ak\ a r k = 



i) V/c > 0, a k G A[l/N], 

ii) V<T G S', 3r > r a , lim {okla^ = 



fc— >+oo 



t = max(r CT ) G 10, 1[. 
o-eE' 
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Quel que soit a G £', il existe e a G ]0, 1] tel que 

t l/eo = r ^ 

Definissons une partie compacte V de B par 

v=( Uh,<1 u \JbX 

Soit s G ]0, i]. D'apres la proposition 3.2.24, le premier anneau considere n'est 
autre que l'anneau &(Cv(s, t)). II est noetherien, en vertu du theoreme precedent. 

Le second enonce s'obtient de meme en considerant le disque Dv(t), au lieu 
de la couronne Cv(s,t). 

□ 

Comme cas particulier du theoreme, nous retrouvons un resultat de D. Har- 
bater (c/. [17], theoreme 1.8). Signalons que notre demonstration se distingue 
tres nettement de la sienne, qui passe par une description explicite de tous les 
ideaux premiers de l'anneau etudie. 

Corollaire 7.2.14. — Soit G ]0, 1[. Considerons le sous-anneau Z r +[T] 
de Z[T] constitue des series de la forme X^fc>o afc ^ fc vsrifiant la condition 

3r > Too, lim la^r^O. 

k— >+oo 

C'est l'anneau des fonctions holomorphes au voisinage du disque de centre et 
de rayon r^ de C dont le developpement en serie entiere en est a coefficients 
entiers. L 'anneau Z r + [T] est noetherien. 

Demonstration. — II suffit d'appliquer le second resultat du theoreme precedent 
avec K = Q et £' = I!^. □ 
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7.3. Probleme de Galois inverse 

Nous exposons ici une application de notre theorie au probleme de Galois 
inverse. Precisement, nous nous proposons de demontrer que tout groupe groupe 
fini est le groupe de Galois d'une extension finie et galoisienne du corps ^(D), 
ou D designe le disque relatif ouvert de rayon 1 centre en la section nulle.. 
Signalons que, dans le cas ou le corps de nombres K considere n'est autre que le 
corps Q, nous redemontrons un resultat de D. Harbater (c/. [19], corollaire 3.8). 
Nous souhaitons insister sur le fait que la demonstration que nous proposons 
est purement geometrique, ce qui la distingue de celle de D. Harbater, tres 
algebrique. 

Nous utiliserons un procede classique : construction de revetements galoisiens 
cycliques, puis recollement de ces revetements afin d'en obtenir un nouveau ayant 
pour groupe de Galois un groupe fini prescrit. L'on trouvera une introduction 
tres agreable a ces techniques dans Particle [22], ou Q. Liu demontre - d'apres 
D. Harbater et en suivant une idee de J. -P. Serre - que, pour tout nombre 
premier p, tout groupe fini est le groupe de Galois d'une extension finie et galoi- 
sienne du corps Q P (T). La mise en oeuvre de ces deux etapes que nous proposons 
nous semble particulierement simple, une fois connues les proprietes de la droite 
analytique sur un anneau d'entiers de corps de nombres. Les methodes uti- 
lisees par D. Harbater nous paraissent d'une difnculte technique bien superieure 
(c/. [18], proposition 2.2 pour la construction des revetements cycliques et [19], 
theoreme 3.6, dont la preuve fait appel aux resultats de Particle [17], pour le 
recollement). 

Mentionnons pour finir que nous allons en fait construire des faisceaux d'al- 
gebres coherents ayant pour groupe d'automorphismes un groupe fini prescrit. 
Bien entendu, ces faisceaux sont les images directes de faisceaux structuraux de 
revetements ramifies de la droite analytique sur un anneau d'entiers de corps 
de nombres et il y aurait tout interet a mener plutot nos constructions dans ce 
langage. Nous nous en abstenons uniquement parce qu'aucune reference concer- 
nant ces espaces n'est disponible. Nous indiquerons cependant en remarque les 
traductions dans ce cadre ; elles sont immediates pour qui dispose d'une bonne 
theorie des courbes analytiques sur un anneau d'entiers de corps de nombres. 

Introduisons quelques notations. Rappelons que nous notons 
D = D(0, l) = {xeX\ \T(x)\ < 1} . 
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Pour tout element mdeS/, nous posons 

D m = Dni m , 

D' m = D m \X 
et D'^ = B r m \X n 



7.3.1. Construction locale de revetements cycliques 

Soient V une partie de X et P un polynome unitaire a coefficients dans &(V). 
Notons n son degre. On definit un prefaisceau J^p sur V en posant, pour toute 
partie ouverte U de V, 

&p(U) = 0(U)[S]/(P(S)) 

et en utilisant les morphismes de restriction induits par ceux du faisceau G. 
Lemme 7.3.1. — Le prefaisceau J£p est un faisceau de Gy-algebres coherent. 

Demonstration. — On constate immediatement que le prefaisceau #p est un 
prefaisceau de ^V-algebres. II nous suffit done de montrer que e'est un faisceau 
et un faisceau de ^-modules coherent. Puisque le polynome P est unitaire, le 
morphisme de €?\/-modules 

n-l 

(a , . . . , an-i) i-> y^Qj S l 

i=0 

est un isomorphisme. On en deduit que le prefaisceau & est un faisceau, puis 
qu'il est coherent, car le faisceau structural 6 l'est, en vertu du theoreme 4.5.5. 

□ 

Remarque 7.3.2. — Le faisceau J^p est l'image directe du faisceau structural 
d'une courbe analytique sur A. Celle-ci nous est donnee comme un revetement 
ramifie, de degre inferieur a n, de la partie V de la droite analytique A^ an . 

Nous allons, a present, restreindre notre etude aux faisceaux j^p pour une 
classe de polynomes P particuliers. Soient n un entier superieur a 1, p un nombre 
premier congru a 1 modulo n et m un ideal maximal de l'anneau A contenant p. 
Posons 

Q(S) = S n -7rl-TeG(T>^)[S}. 
Le resultat du lemme suivant donne la raison du choix des entiers n et p. 
Lemme 7.3.3. — L'anneau A m contient n racines n emes de I 'unite. 
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Demonstration. — Puisque l'anneau ^4 m contient l'anneau Z p , il suffit de mon- 
trer que le polynome U n —1 possede n racines dans Z p . Le groupe multiplicatif F* 
du corps residuel F p de Z p est cyclique et d'ordre p — 1. Puisque n divise p — 1, 
le groupe F* contient un element d'ordre exactement n et le polynome U n — 1 
est scinde a racines simples sur F p . Le lemme de Hensel assure qu'il l'est encore 
sur Z p . □ 

Pour tout entier positif i et tout nombre rationnel k, posons 

_ k(k-l) ...(k-i + l) 

k ~ i\ ^ 

Rappelons que nous avons l'egalite 

J2 C i Z ] =1 + 2 dans Q[Z]. 
v i>o n J 

Lemme 7.3.4. — Pour tout element x de Y)' m et tout entier positif i, nous 
avons 

C\(x) <1. 

71 

Demonstration. — Soient x un element de D' m et i un entier positif. Notons |.| x 
la valeur absolue sur le corps Jf?(x). Remarquons que l'application 

Cl : Q ^ Q 

est polynomiale, et done continue lorsque l'on munit le corps Q de la valeur 
absolue |.| x . Nous savons que, pour tout entier I, l'element C\ est entier. II 
verifie done l'inegalite 

IQI < 1: 

I t \x — ' 

puisque la valeur absolue |.| z est ultrametrique. En outre, le nombre premier p 
ne divise pas l'entier n. Par consequent, le nombre rationnel - appartient a Z p 
et il est done limite d 'elements de Z pour la valeur absolue |.| x . On en deduit le 
resultat voulu. □ 

Fixons C une racine primitive n eme de l'unite. Notons r la permutation cy- 
clique (12 • • • n) de l'ensemble [1, n]. Posons 

U = {x eD' m \\T(x)\ < |vr m (x)r}. 

Proposition 7.3.5. — II existe un isomorphisme de ffjj-algebres 

tel que, pour tout ouvert V de U et tout element s de &(V), nous ayons 

<P(Cs) = r (^(s))- 
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Demonstration. — Considerons la fonction 

f = < n T 

definie sur X' m . Pour tout element r de ]0, 1[, considerons la partie V r de 
definie par 

Vr = {xeB' m \\T(x)\ <r|7r m (x)| n }. 

Pour tout element x de V r et tous entiers a > et b > a, nous avons 

6 

VC\ (*)/(*)* <r a . 

n 

i=a 

On en deduit que la serie ^«>o /* converge uniformement sur V r . Puisque 

n 

tout point de J7 possede un voisinage de la forme VJ., pour un certain element r 
de ]0, 1[, la serie ^2 i>0 C\ f l definit une fonction g sur U. Cette fonction verifie 

n 

l'egalite 

^ n = l + / = l + 7r~ n T dans ^(C/). 
On en deduit que nous avons l'egalite 

n 

Q(5) = 5" -<-T = J] (5 - 7r m C j 5 ) dans 0(U)[S\. 

3=0 

Par consequent, le morphisme 

F(S) ^ {F(Tr m g),F(n m C 1 g),---,F(*mC- {n - 1) g)) 
est un isomorphisme. On verifie immediatement qu'il satisfait la condition re- 
quise. □ 

Remarque 7.3.6. — La premiere partie du resultat signifie que le revetement 
associe au faisceau &q est trivial au-dessus de l'ouvert U. La seconde assure 
que le groupe {() ~ Z/nZ agit sur le revetement par une permutation cyclique 
des feuillets du lieu trivial. 

Lemme 7.3.7. — Le polyndme Q(S) = S n — 7r™ — T est irreductible sur le 
corps Frac{{7 '(D^)) . En particulier, I'anneau #q(D^J est integre. 

Demonstration. — Notons x le point de la fibre extreme X m . D'apres le co- 
rollaire 3.2.5, I'anneau local en ce point est isomorphe a I'anneau j4 m [T]. Re- 
marquons que le polynome Q(S) est irreductible sur le corps K m ((T)). En effet, 
il n'y a aucune racine, pour des raisons de valuation T-adique, est separable et 
le groupe de Galois de son extension de decomposition agit transitivement sur 
ses racines. 
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D'apres le principe du prolongement analytique (c/. theoreme 4.4.2), le mor- 
phisme naturel ^(D^) — > &x,x est injectif. Par consequent, le corps Frac(^(D'^)) 
est un sous-corps de Frac(^x,x), et done de K m ((T)). On en deduit que le po- 
lynome Q(S) est irreductible sur le corps Frac(€?(D'^)). 

Puisque le polynome Q(S) est unitaire, l'unicite de la division euclidienne 
assure que le morphisme 

ffW[S\/{Q(S)) - Fnc(0W)[S\/(QW) 

est injectif. Puisque l'anneau au but est integre, celui a la source, qui n'est autre 
que l'anneau ^q(D^), Test egalement. 

□ 

Remarque 7.3.8. — Ce resultat signifie que la courbe associee au faisceau &q 
est integre, e'est-a-dire reduite et irreductible. 

Nous pouvons etre encore plus precis. 

Lemme 7.3.9. — Soient x un point de U et i un element de [l,ra]. Le mor- 
phisme 

p : & Q (n'i) - ^ ^ ^ ^ X>X , 
oil pi est la projection sur le i eme facteur, est injectif. 

Demonstration. — Soit s un element de l'anneau J£q(D^) = ^(D^)/(Q(5)) 
dont l'image par le morphisme p est nulle. Choisissons un element F{S) de 
£?(D^)[S] qui represente la section s. Reprenons les notations de la preuve de 
la proposition 7.3.5. Par hypothese, nous avons 

R(TT m C' l g) = dans X>X . 

Pour montrer que l'element s est nul, il suffit de montrer que le polynome Q(S) 
est le polynome minimal de l'element 7r m £~*g sur le corps Frac(^ ) (D(( l )). C'est 
bien le cas, puisque le lemme precedent assure que le polynome Q est irreductible 
sur le corps Frac(^ > (D' t ( l )). □ 

Remarque 7.3.10. — Ce resultat est une sorte de principe du prolongement 
analytique sur la courbe associee au faisceau &q : si une fonction holomorphe 
sur la courbe est nulle au voisinage d'un point de l'un des feuillets du revetement, 
alors elle est nulle partout. On attend que ce principe vaille pour toute courbe 
irreductible. 

Terminons par un resultat topologique. 
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Lemme 7.3.11. — La partie 

F = V'^\U 

est fermee dans le disque D. 

Demonstration. — II suffit de montrer que F est fermee dans D m puisque cette 
derniere partie est elle-meme fermee dans D. En d'autres termes, nous souhai- 
tons montrer que la partie 

v = uu(Dnx ) 

est ouverte dans D m . Puisque U est une partie ouverte de D TO , il suffit de montrer 
que V est voisinage dans D m de chacun des points deDnlo' 

Soit x un point de D D Xq. Posons r = |T(x)|. C'est un element de l'inter- 
valle ]0, 1[. Soient s un element de ]r, 1[ et e un element de ]0, 1[ tels que Ton ait 
|7r m |™ £ > s. La partie 

{yeTr-HK^DlTOl < s } 

est un voisinage ouvert du point x dans D m qui est contenu dans V. □ 

7.3.2. Recollement 

Soit G un groupe fini. Notons n son ordre et g±, . . . ,g n ses elements. Chacun 
de ces elements engendre un sous-groupe cyclique de G. Nous allons construire, 
par la methode mise en place au numero precedent, un revetement galoisien 
cyclique associe a chacun des elements du groupe G. II ne nous restera plus 
ensuite qu'a les recoller convenablement. 

En termes geometriques, nous allons recoller les revetements au-dessus de leur 
lieu de trivialite en tenant compte des relations entre les elements du groupe G. 
Ce procede est simple et naturel et Ton ne doit pas se laisser rebuter par la 
technicite apparente de la construction qui suit. 

Soit i un element de [1, n]. Notons l'ordre de l'element gi dans le groupe G. 
C'est un diviseur de n et nous noterons d\ le quotient. Soient pi un nombre pre- 
mier congru a 1 modulo n% et rrij un ideal maximal de l'anneau A qui contient p{. 
Soit £j une racine primitive n| me de Punite dans A mr Notons J^i le faisceau 
^S^-i&.-T sur et ^ e f a i sceau •^f i ■ Posons 

Ui = {x G D'4 | \T(x)\ < KJsJP*} et F t = \ V,. 



= {xGD / ;||T(x)|>|7r m (x)r} 
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Notons Ti la permutation cyclique (12 • • • raj) de l'ensemble [l,rajj. D'apres la 
proposition 7.3.5, il existe un isomorphisme de ^^-algebres 

qui verifie la condition suivante : pour tout ouvert V de Ui et toute section s 
de &i sur V, nous ayons 

<Pi(&s) = n((pi(s)). 
Choisissons des elements o^o, • • • , a-i^-i de [1, raj de sorte que tout element du 
quotient Gj (gi) possede un representant et un seul parmi les elements g ai0 , . . . ,g a 
Notons o", la permutation de l'ensemble [l,raj telle que 

Vu G [0,di - 1], Vu G [l,raj, 5„. _ u gV -1 = g ai ( uni+v ). 

D'apres le lemme 7.3.11, pour tout element i de [l,n], la partie Fi est fermee 
dans D. Definissons une partie ouverte de D par 

C/ = D\ |J Fi. 

\<i<n 

Notons % le faisceau ^ n sur Uq. 

Lemme 7.3.12. — L 'ouvert Uo de la droite X est connexe. 
Demonstration. — Notons So = {mi , . . . ,m n }. Par definition, nous avons 
U = U {xe-D^\\T(x)\<\7r mi (x)\}\J [j B a . 

l<i<n crGS\S 

La projection de cette partie est 

b = b\ y {<.}, 

\<i<n 

qui est connexe. En outre, la section nulle definie une section continue de l'appli- 
cation tt : Uq — > Bq et, pour tout element b de Bq, la partie n JTo est connexe. 
On en deduit que la partie Uq est connexe. □ 

La famille (Uq, D'^ , . . . , D^J definit un recouvrement ouvert du disque D. 
Les seules intersections de deux elements de cette famille a n'etre pas vides sont 
celles de la forme n D^, pour i G [0, raj, et D'^ n U = U h pour i G [1, raj. 
Pour definir un faisceau d'algebres en recollant les faisceaux Sf n , il 

nous sufHt de choisir un isomorphisme de ^-algebres entre ^ et % au-dessus 
de l'ouvert Ui, pour tout element % de [l,raj. Nous utiliserons l'isomorphisme 
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Remarquons que le faisceau est coherent, car nous l'avons construit en recol- 
lant des faisceaux coherents (cf. lemme 7.3.1). 

Proposition 7.3.13. — II existe un morphisme de groupes injectif du groupe G 
dans le groupe des automorphismes de & -algebres du faisceau °f. 

Demonstration. — Soit h un element du groupe G. Notons ah la permutation 
de l'ensemble [l,n] telle que 

Vj 6 [l,n], hgj = g ah (jy 

On definit a l'aide de cette permutation un automorphisme de ^% -algebres \ih 
de % : 

H h : % = G n ^ G n = %. 

Soit i un element de [1, n]. Notons /3h la permutation de l'ensemble [0, di — 1] 
telle que 

Vu G \0, di - 1], hg a% u = g a ^ h(u) dans G/(ft). 
Notons (3' h la permutation de l'ensemble [1, dj] definie par 

V«E [l,di], P' h {u) = p h {u - 1) + 1. 

Elle induit un automorphisme de ^[^-algebres de Sfj : 

Soit u un element de |0, di — 1]. II existe un element mj jU de [0, — 1] tel que 

hg ai:U = 9a l>Ph(u) 9i dans G. 
On definit alors un automorphisme 7^ de ^%^-algebres de Sf, : 

cf. = y^i — '^i U = %. 

Un simple calcul montre qu'au-dessus de l'ouvert Ui, les automorphismes jih 
et 7ft o de °f coincident. 

Nous avons done construit une application 

G -> Aut^(Sf) 

Montrons que e'est un morphisme de groupes. Soient /ii et /i2 deux elements 
de G. Pour tout element j de nous avons 

9a hlh2 {j) = hih 2 gj 
= h i9a h2 (j) 

= 9a H (a h2 (j)) ■ 
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Par consequent, nous avons a/ ll / l2 = o cth 2 et done ^h 1 h 2 = M/n "/i 2 - P ar 
consequent, l'application \x est un morphisme de groupes. 

Montrons finalement que le morphisme [i est injectif. Soient h\ et hi deux 
elements de G tels que a/^ = cth 2 - Nous avons alors 

higi = 9a hl (l) = 9a h2 (l) = ^2ffl- 

On en deduit que hi = hi- Par consequent, le morphisme [i est injectif. □ 

Remarque 7.3.14. — II n'est guere difficile de montrer que le morphisme \i 
construit precedemment est en fait un isomorphisme de groupes. 
Corollaire 7.3.15. — II existe un morphisme de groupes injectif du groupe G 
dans le groupe des automorphismes de ff(D)-algebres du faisceau Sf(D). 

Demonstration. — Soient &f et SB deux faisceaux de i^b-algebres coherents. 
Considerons l'application surjective 

Mor^,^) -> Mor^ (D) (^(D),^(D)). 

Elle est injective car les faisceaux srf et £S satisfont le theoreme A (c/. corollaire 
6.6.28). 

On en deduit que le morphisme de groupes injectif 

lx:G^ Aut*(Sf) 
construit precedemment induit un morphisme de groupes injectif 

Md:G^AuV (d) (^(D)). 

□ 

Lemme 7.3.16. — Tout element de &(D) annule un polyndme unitaire a co- 
efficients dans ^#(D) de degre inferieur a n. 

Demonstration. — Soit s un element de £f (D). Nous supposerons, tout d'abord, 
qu'il existe un point xq de Uq tel que toutes les coordonnees de son image s XQ 
dans & XQ = x s °i en t distinctes. Puisque l'ouvert Uq est connexe, le prin- 
cipe du prolongement analytique (cf. theoreme 4.4.2) assure qu'en tout point x 
de Uo, toutes les coordonnees du germe s x sont distinctes. Notons ai, . . . ,a n les 
coordonnees de l'image de s dans ^(Uq) = &{Uo) n . Posons 

n 

M(Z) = Y\(Z - ai ) G 0(U o )[Z\. 

3=1 

En tout point x de Uq, l'image du polynome M est l'unique polynome unitaire 
de degre inferieur ana coefficients dans qui annule le germe s x . 
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Pour tout element j de [0, n], posons Vj = Uq U Ui<i<j Montrons, par 
recurrence, que pour tout element j de [0, n], il existe un polynome unitaire Nj 
de degre n a coefficients dans ^(Vj) qui annule I'element s\y de &(Vj). Nous 
avons deja traite le cas j = 0. Soit maintenant un element j de [0, n — 1] pour 
lequel l'hypothese de recurrence est verifiee. Puisque l'ouvert D'^. +1 est connexe, 
l'anneau ..#(D" ) est un corps, d'apres le corollaire 4.4.5, et tout element de 
l'anneau ^(D'^.) / (S nj+1 — 7Tt%+i ~~ T) est annule par un polynome unitaire de 
degre inferieur a rij + i a coefficients dans le corps ^(D'' ). On en deduit que 
I'element sp j+1 de ^(D'^J est annule par un polynome unitaire Mj+i de degre 
inferieur ana coefficients dans le corps ^#(D^.). Soit x un element de n 
J7o = f^'+i- Nous avons demontre qu'il existe un unique polynome unitaire de 
degre inferieur ana coefficients dans qui annule le germe s x . On en deduit 
que les images les images des polynomes Nj et Mj + \ dans j% x \Z\ coincident. Par 
consequent, les images de ces polynomes dans ^ {Uj + \)[Z} coincident. On en 
deduit que le polynome Nj se prolonge en un polynome unitaire Nj + i de degre 
inferieur ana coefficients dans ~df(Vj + \) qui annule I'element S|y j+1 de &(Vj+i). 

On deduit finalement le resultat attendu du cas j = n. 

Soit xq un point de l'ouvert Uq. La fibre du faisceau au point xq est iso- 
morphe a l'algebre ^J^. D'apres le theoreme 6.6.29, le faisceau & verifie le 
theoreme A sur le disque D. On en deduit qu'il existe un element sq de ^(D) 
dont toutes les coordonnees de l'image dans la fibre & xo = G\ XQ sont distinctes. 

Soit s un element de ff(D). II existe un element A de 0(D) tel que toutes les 
coordonnees du germe de la section si = s + Aso au point xq soient distinctes. Le 
raisonnement qui precede montre qu'il existe deux polynomes unitaires Pq et Pi 
de degre inferieur ana coefficients dans ^#(D) qui annulent respectivement les 
sections so et s i- D'apres le corollaire 4.4.5, l'anneau ^#(D) est un corps. On en 
deduit qu'il existe un polynome unitaire P de degre inferieur ana coefficients 
dans ^#(D) qui annule la section s. □ 

Lemme 7.3.17. — L'algebre W(D) est integre. 

Demonstration. — Remarquons, tout d'abord, que l'algebre (D) n'est pas 
nulle. En effet, les elements et 1 sont distincts. II nous reste a montrer qu'elle 
ne contient aucun diviseur de zero. 

Soient s et t deux elements de (D) dont le produit est nul. Au-dessus de 
l'ouvert Uq, le faisceau & n'est autre que le faisceau G n . D'apres le lemme 7.3.12 
et le corollaire 4.4.5, l'anneau &(JJq) est integre. Par consequent, la premiere 
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coordonnee de Tune des deux sections doit etre nulle. Supposons que ce soit 
celle de s. Notons 

s = (ai,..., a„) dans ff{U Q ) n . 
Nous supposons done que S\ = 0. 

Soit i un element de [1, n]. II existe un element j de [1, n] tel que gj = gi g^ 1 
dans le groupe G. Notons 

s = (h,...,t d] ) dans^(D^)*. 

II existe des elements u de [0, dj — 1] et v de [1, njj tels que 

Par definition du morphisme ipj, nous avons alors 

' S<Tj(unj+l) ^ 

(pj(t u+1 )= : dans 0(Uj) n >. 

Par definition de dj, nous avons o~j{unj+v) = 1. Par consequent, I'element s a .^ un . +v -^ 
de &(Uj) est nul. Le lemme 7.3.9 assure que I'element t u+ \ de ^(D^) est 
egalement nul. Nous avons choisi I'element j de fagon a avoir Pegalite g\ = gi 
dans G/(gj). On en deduit qu'il existe un element w de tel que Si = 

s aj(unj+w) dans &{JJj). Par consequent, I'element Sj est nul dans &(Uj) et done 
dans 0(Uq), par le principe du prolongement analytique. 

Nous avons montre que I'element s\u de %([/o) est nul. En utilisant de fagon 
repetee le lemme 7.3.9, on en deduit que I'element s de ^(D) est nul. Par 
consequent, l'algebre £f (D) est integre. □ 

Lemme 7.3.18. — L'anneau A est algebriquement ferme dans l'anneau^(D). 

Demonstration. — Soit P un polynome unitaire a coefficients dans A sans ra- 
tines dans A. Supposons, par l'absurde, qu'il existe une section s de ^(D) qui 
est ratine du polynome P. Notons x le point de la fibre centrale Xq de Pes- 
pace X. C'est un point de l'ouvert Uq. Notons a la premiere coordonnee de 
l'image du germe s x par l'isomorphisme & x —* @\ x - C'est un element de &x,x 
qui verifie Pegalite P(a) = 0. D'apres le corollaire 3.2.8, l'anneau local &x,x 
se plonge dans l'anneau if[T]. On en deduit que le polynome P possede une 
ratine dans l'anneau K [T] et done dans le corps K. Puisque l'anneau A est 
algebriquement ferme dans le corps K, cette ratine doit appartenir a A. Nous 
avons abouti a une contradiction. On en deduit le resultat annonce. □ 



Introduisons une definition correspondant a cette propriete. 
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Definition 7.3.19. — Une extension L du corps ^#(D) est dite reguliere si le 
corps K est algebriquement ferme dans L. 

Regroupons, a present, les resultats obtenus. 
Proposition 7.3.20. — L 'extension de corps 



est finie de degre n, reguliere et galoisienne de groupe de Galois G. 

Demonstration. — L'extension ^#(D) — > Frac(^(D)) est finie et de degre inferieur 
a n d'apres le lemme 7.3.16. Elle est reguliere d'apres le lemme 7.3.18. On 
deduit du corollaire 7.3.15 que le groupe G s'injecte dans le groupe des ^#(D)- 
automorphismes du corps Frac(^(D)). Or le groupe G a pour cardinal n. On en 
deduit que l'extension ^#(D) — > Frac(5f (D)) est exactement de degre n, qu'elle 
est galoisienne et que son groupe de Galois est isomorphe au groupe G. □ 

Puisque nous sommes partis d'un groupe fini G arbitraire, nous avons finale- 
ment demontre le resultat suivant. 

Theoreme 7.3.21. — Tout groupe fini est le groupe de Galois d'une extension 
finie, galoisienne et reguliere du corps ^(D). 

Pour finir, donnons une description explicite du corps ^#(D). Rappelons que 
l'anneau A est munie de la norme ||.| definie de la fagon suivante : 



Proposition 7.3.22. — Notons Ai-1_TJ le sous-anneau de A{TJ forme des 
series 



k>0 

qui verifient la condition suivante : 

Vr < 1, lim ||afc|| r k = 0. 

Le morphisme naturel A[T] — > ^#(D) induit un isomorphisme 



FraciA^lT]) ^ ^T(D). 
Demonstration. — D'apres les theoremes 6.6.29 et 7.1.9, le morphisme naturel 

Frac(^(D)) -» JK{D) 



est un isomorphisme. 

On montre que le morphisme A[T] — > ^(D) induit un isomorphisme 



^T(D) -» Frac(W(D)) 



V/G A, ||/| 



max (|ff(/)|oo). 
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en ecrivant 

0(D) = ljm0(D(r)) 

r<l 

et en utilisant la description explicite de l'anneau &(D(r)) fournie par le theoreme 
3.2.14. On en deduit le resultat annonce. □ 
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GLOSSAIRE DES NOTATIONS 



Espaces analytiques 

.etf anneau de Banach, p. 4 

spectre analytique de l'anneau de Banach p. 6 

A^ an espace affine analytique de dimension n sur l'anneau de Banach &?, p. 7 

p x noyau de la semi-norme associee au point x, p. 6, 7 

J4?(x) corps residuel complete du point x, p. 6, 7 

f(x) valeur de la fonction / au point x, p. 6, 7 

a point rationnel, p. 10 

& faisceau structural, p. 20 

trta; ideal maximal de l'anneau local & x , p. 20 

k(x) corps residuel du point x, p. 20 

Points de la droite affine analytique au-dessus d'un corps trivialement 
value 

rji point de Gaufi, associe a la valeur absolue triviale, p. 14 

rjpfl (pour P irreductible) unique point defini par l'equation P = 0, p. 12 

r]p t r (pour P irreductible et r 6 \ {1}) unique point defini par l'equation \P\ = r, p. 14 

Va,r ( r € \ {1}) autre notation pour le point rjr- a ,r, P-14 

r] r (pour r £ \ {1}) autre notation pour le point r/o^, P-14 

a point rationnel, p. 14 

Points de la droite affine analytique au-dessus d'un corps ultrametrique 
complet 

a point rationnel, p. 14, 17 

r) atr point de Shilov du disque de centre a et de rayon r, p. 15, 17 
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r\ r autre notation pour le point rjo >r , p. 16, 17 
i]a,r point de type 4, p. 17 

VPfi (pour P irreductible) unique point defini par l'equation P = 0, p. 18 



Faisceaux et fonctions 

prefaisceau des fractions rationnelles sans poles, p. 19 

6 faisceau structural, p. 20 

&&{y) (pour V compact) complete de l'anneau J(f(V) pour la norme uniforme, p. 25 

8? faisceau des parties principales, p.312 

o distribution d'ordres, p. 309 

p distribution de parties principales, p. 313 

Z r +[T] series a coefficients entiers de rayon de convergence strictement superieur a r, p. 327 

Ai- [T] series a coefficients dans A de rayon de convergence superieur ou egal a 1, p. 340 



Flot 

lb, I x intervalle de definition du not, p. 36 

\.\ £ x (pour e S I x ) image d'un point par le not, p. 36 

\.\ x prolongement du not en 0, p. 37 

Dy graphe du not dans Y, p. 38 

Iy{x) intervalle de definition du not dans Y, p. 38 

Ty{x) trajectoire du point x dans Y, p. 38 

Dy{x) graphe du not de x dans Y, p. 38 



Disques et couronnes 

r, s, t polyrayons, p. 45 

k n-uplet d'entiers, p. 45 

s k puissance d'un polyrayon, p. 45, 47 

T multivariable, p. 45 

T k puissance d'une multivariable, p. 45 

s < t, s < t, s ~< t relations d'ordre entre polyrayons, p. 45 

max(s fc , t k ) maximum pour les polyrayons, p. 46, 47 

min(s fc , t k ) minimum pour les polyrayons, p. 47 

D(t) disque ferine, p. 45 

C(s,t) couronne fermee, p. 46, 47 

D y(t) disque ferine au-dessus de V, p. 117 

Dy(t) disque ouvert au-dessus de V, p. 117 
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Cy(s,t) couronne fermee au-dessus de V, p. 117 

Cy(s,t) couronne fermee au-dessus de V, p. 117 

D disque ouvert de rayon 1 de A^ dn , p. 309 

D aa trace de D sur X aa , p. 309 

D m trace de D sur X m , p. 330 

D' m trace de D sur X' m , p. 330 

D'4 trace de D sur X^, p.330 

^ {\T\ < t) algebre de series associee au disque D (t), p. 45 

&/ {s < \T\ < t) algebre de series associee a la couronne C(s,t), p. 46, 47 

&/ s complete de srf (|T| < s) pour la norme uniforme sur son spectre, p. 225 

^(y)(|T| < ty algebre de series surconvergentes associee au disque Dy(t), p. 119 

&(V)(s < \T\ < ty algebre de series surconvergentes associee a la couronne Cy(s,£), p. 122 

||.||t norme sur l'algebre <s/ (|T| < t), p. 45 

||.||v,t norme sur l'algebre 33(V)(\T\ < t), p. 53 

II - 1| c/,io,res semi-norme induite par ||.||{7,to 

sur l'anneau quotient 38(U)[T\/(G(T)), p. 209 

II - II «,* norme sur l'algebre srf{s < \T\ < t), p. 46, 47 

||.||y,s,t norme sur l'algebre 3S{V)(s < \T\ < t), p. 67 

Lb anneau local limite d'algebres de disques, p. 53 

Lb t r anneau local limite d'algebres de couronnes, p. 67 



Corps de nombres 

K corps de nombres, p. 88 

A anneau des entiers du corps K, p. 88 

|.|oo valeur absolue usuelle, p. 89 

| _ | o valeur absolue triviale, p. 89 

v p valuation p-adique, p. 89 

|.| p valeur absolue p-adique normalisee par \p\ p = -, p. 89 

m ideal maximal de A, p. 90 

A m localise de A en m, p. 90 

7r m uniformisante de A m , p. 90 

k m corps residuel de A m , p. 90 

A m complete de A m pour la topologie m-adique, p. 90 

K m corps des fractions de A m , p. 90 

p m nombre premier verifiant m n Z = p m Z, p. 90 

n m degre de l'extension K m /Q Pm , p. 90 

|.| m valeur absolue sur K prolongeant |.| Pm , p. 90 
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a plongement du corps K dans C (et parfois ideal maximal de A), p. 90 

K a RouC selon que le plongement est reel ou complexe, p. 90 

\.\a- valeur absolue associee au plongement, p. 90 

n a degre de l'extension K a /H, p. 90 

r\ nombre de plongements reels de K, p. 91 

vi moitie du nombre de plongements complexes non reels de K, p. 91 

ensemble des ideaux maximaux de A, p. 91 

Sqo ensemble des plongements complexes de K k conjugaison pres, p. 91 

S reunion des deux ensembles precedents, p. 91 

1(a) 1 si a £ S/, +oo si a € Xoo, p. 91 

Spectre analytique d'un anneau d'entiers de corps de nombres 

spectre analytique de 1' anneau A, p. 89 
branche cr-adique, p. 92 
branche cr-adique ouverte, p. 92 
branche cr-adique semi-ouverte, p. 92 
point associe a la valeur absolue triviale sur A, p. 89 
point associe a la valeur absolue |.| m , p. 90 
point associe a la valeur absolue |.|^, p. 90 
autre notation pour le point drj, p. 90 
point associe a la valeur absolue triviale sur k m , p. 90 
autre notation pour le point d m , p. 90 
point associe a la valeur absolue |.| CT , p. 90 
point associe a la valeur absolue |.|^, p. 90 
autre notation pour le point do, p. 90 

Espace afRne analytique au-dessus d'un anneau d'entiers de corps de 
nombres 

A^' an espace affine analytique de dimension n au-dessus de A, p. 89 
X A^' an au chapitre 3, p. 109 

A^ dn aux chapitres 4, 6, 7 et au numero 5.6, p. 161, 237, 261, 308 
7r morphisme de projection naturel X — > B, p. 109 
Xy image reciproque de la partie V par le morphisme it, p. 109 
X a partie cr-adique, p. 109 
X' a partie cr-adique ouverte, p. 109 
X" partie cr-adique semi-ouverte, p. 109 
Xh fibre du morphisme ir au-dessus du point b, p. 109 



JZ(A), B 
J((A) C , B a 
Jl{A)' a , B' a 
Jt{A)l B>> 
a 

< 
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Xq fibre du morphisme tt au-dessus du point do, p. 109 
X m fibre du morphisme tt au-dessus du point a m , p. 109 



Espaces de Stein 

K~, K + compacts, p. 249 

L intersection de K~ et K + , p. 249 

M reunion de K~ et K + , p.249 

systeme de Banach associe au couple (K~,K + ), p. 250 

Kq , Kq compacts de B, p. 261 

Lq intersection de Kq et Kq ', p. 261 



INDEX 



Adeles, voir Corps de nombres 
Algebriquement trivial, 107 
Anneau de Banach, 3 

uniforme, 19 
Anneau local en un point 
de A^ an , 195 
de JZ{A), 102 
de type 2 

d'une fibre extreme, 180 
de la fibre centrale, 191 
de type 3 

d'une fibre extreme, 164, 173 
de la fibre centrale, 164, 176 
deploye, 77 

de A"' an , 109-116 
interne 

de A^' an , 151 
non-rigide de A^ an , 164 
rigide 

d'une fibre extreme de A^ an , 163 
d'une fibre extreme de A^' an , 144 
d'une fibre interne de A^ an , 163 
d'une fibre interne de A^' an , 145 
de la fibre centrale de A^ an , 163 
de la fibre centrale de A^' an , 145 
rigide de A^, an , 227 
Bord analytique, 105 

au voisinage d'un point de ./£{A), 107 
au voisinage d'un point de type 2 d'une 

fibre extreme, 184 
au voisinage d'un point de type 3 d'une 

fibre extreme, 168, 174 
au voisinage d'un point deploye, 154 
au voisinage d'un point interne 



de A^ an , 168 

de A^ an , 153 
au voisinage d'un point rigide 

d'une fibre extreme de A^ an , 168 

de A"' an , 154 
au voisinage d'un point de A^ an , 197 
d'une couronne, 125 
de M{sf), 151 

des compacts de ^#(A), 106-107 
Bord de Shilov, voir Bord analytique 
Branche cr-adique, 92 

ouverte, 92 

semi-ouverte, 92 
Caractere, 4 

equivalence, 5 
Compacite 

disques, 8 

lemniscates, 9 

(j-compacite, 9 
Compact 

de la base, 100 

pro-rationnel, 28, 29 

rationnel, 28, 29 

spectralement convexe, 29, 225 
Condition (J G ), 218 

sur A^ an , 237 
Condition (Ra), 212 
Condition (S), 225 

sur A^' an , 239 
Condition (S P ), 225 
Condition (U), 61 

pour les points de (A), 103 
Connexite par arcs au voisinage d'un point 

de A^' an , 195 
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de JH(A), 97 

de type 2 d'une fibre extreme, 180 
de type 2 de la fibre centrale, 191 
de type 3 d'une fibre extreme, 164, 173 
de type 3 de la fibre centrale, 164, 176 
deploye, 77 
interne, 149 

non-rigide de A^ an , 164 
rigide 

de A^' an , 140 

de AY n , 141 
rigide de A^ an , 163 
Corps 

maximalement complet, 17 
residuel complete, 6, 7 
value, 4 
Corps de nombres 
adeles, 103 

formule du produit, 91 
notations, 88-91 
Couronne 

algebre associee, 46 
bord de Shilov, 125 
comparaison des normes, 50 
connexite par arcs locale, 324 
de Stein, voir Espace de Stein 
morcelable, 325 

noetherianite de l'anneau des sections, 

326 
relative, 118 

sections globales, 123, 126 

voisinages, 118 
Dimension topologiquc 

de A^' an , 195 

de A^' an , 156 

de JK(A), 155 
Disque, voir Couronne 

algebre associee, 45 

comparaison des normes, 50 

connexite par arcs locale, 324 

de Stein, voir Espace de Stein 

morcelable, 325 

noetherianite de l'anneau des sections, 

326 
relatif, 118 

sections globales, 120, 126 
voisinages, 118 
Distribution 
d'ordres, 309 

de parties principales, 313 
Droite affine analytique 
sur A, 161-201 



coherence du faisceau structural, 201 
dimension topologique, 195 
metrisabilite, 195 
proprietcs, 195 

sous-variete analytique, 319-321 
sur un corps trivialement value, 12-15 
sur un corps ultrametrique, 15-18 
anneaux locaux, 22 
Eisenstein, voir Theoreme d'Eisenstein 
Espace affine analytique, 7-11 
sur A, 109-160 

dimension topologique, 156 
metrisabilite, 155 
sur un corps archimedien, 11-12, 20 
Espace analytique, 22 
Espace de Stein, 246 
compact, 246 
compact de ^((A), 267 
couronne compacte d'une fibre de A A ' an , 
277 

couronne compacte de A^' an , 284, 326 
couronne quelconque de A^ an , 305, 311, 
313, 337 

exhaustion de Stein, voir Exhaustion 
fonctions meromorphes, 316 
lemniscate de A^ an , 305 
stabilite par morphisme fini, 247 
theoreme A, voir Theoreme A 
theoreme B, voir Theoreme B 
Exhaustion, 285 
de Stein, 286 

pour les couronnes de A^ an , 298-305 
sur JH{A), 298 
Extension immediate, 17 
Extension reguliere, 340 
Faisceau 

coherent, 199, 330 

au voisinage d'un compact, 246 
sur une partie morcelable de A^ an , 
322 

de type fini, 199 

des fonctions meromorphes, voir Fonc- 
tions meromorphes 
des parties principales, 312 
des relations, 199 
recollement de sections, 257 
restriction a une partie quelconque, 23 
sections sur une partie quelconque, 22 
structural, voir Faisceau structural 
Faisceau structural, 20 
coherence sur A^ an , 201 
fermeture des modules, 296 
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germes au voisinage d'un compact, 323 
sections sur JH(A), 101-102 
sections sur un disque de A^' an , 120 
sections sur une couronne de A'^' 5 " 1 , 123 
section sur une lemniscate de A^ an , 241 
sections sur une partie connexe de A^ an , 
196 

Fermeture des modules, 296 
Fibre 

centrale, 109 

extreme, 109 

interne, 109, 147-154 

structure de produit, 147, 149 
Flot, 37 

voisinages flottants, voir Voisinages flot- 
tants 

Fonctions analytiques, voir Faisceau struc- 
tural 

Fonctions holomorphes, voir Faisceau 

structural 
Fonctions meromorphes 

extension galoisienne de ^#(D), 340 

theoreme de Poincare, 316 
Fonctions meromorphes sur A A ' an , 195-197 
Formule du produit, voir Corps de nombrcs 
Fortement engendre, 287 

anneau de valuation discrete, 291 

corps, 291 

point rationnel d'une fibre extreme de 
A^ an , 294 
Fractions rationnelles sans poles, 19 
Frisch, voir Theoreme de Frisch 
Harbater, voir Theoreme d'Harbater 
Henselianite, 79-80 
Isomorphisme local, 82 

au voisinage d'un point de type 3 
d'une fibre extreme, 172 
de la fibre centrale, 176 
au voisinage d'un point rigide 
d'une fibre extreme, 129 
d'une fibre interne, 132 
de la fibre centrale, 133 
de A^' an , 143 
Lemme 

de Cartan, 254 

de Cousin, voir Systeme de Cousin 
Metrisabilite, voir Espace affine analytique 
Mittag-Leffler, voir Theoreme de Mittag- 

Leffler 
Morcelable, 322 

couronne, 325 
Morphisme borne, 3, 286 



Morphisme fini 

applications aux espaces de Stein, 247 
au sens topologique, 205-206, 215, 231 
au-dessus de A, 237-241 
endomorphisme d'une droite, 231-235 
hypersurface d'une droite, 215-223 
image directe du faisceau structural, 
221-223, 234-235 
Noetherianite 

d'anneaux de series arithmetiques, 326 
des anneaux de sections sur un compact 

de A^ an , 323 
des anneaux de sections sur une cou- 
ronne de A^' an , 326 
des anneaux locaux, voir Anneau local 
en un point 
Norme 

d'anneau, 3 
spectrale, 19 

sur un anneau d'entiers de corps de 
nombres, 89 

uniforme, 19, 213 
Ordre d'annulation en un point rigide, 309 
Ouverture au voisinage d'un point 

de A^' an , 195 

de type 2 d'une fibre extreme, 180 

de type 2 de la fibre centrale, 191 

de type 3 d'une fibre extreme, 164, 173 

de type 3 de la fibre centrale, 164, 176 

deploye, 77 

interne, 149 

non-rigide de A^ an , 164 

rigide de A^ an , 163 

rigide de A^' an , 143 
Partie cr-adique, 109 

ouverte, 109 

semi-ouverte, 109 
Parties principales, 312 
Poincare, voir Theoreme de Poincare 
Point 

central, 93 

de Gaufi, 14, 17 

de type 1, 15, 17-18, 22 

de type 2, 16, 17, 22 

d'une fibre extreme, 177-186 
de la fibre centrale, 186-193 

de type 3, 16, 17, 22 

d'une fibre extreme, 171-174 
de la fibre centrale, 174-176 

de type 4, 17, 22 

deploye, 74 

extreme, 93 
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interne, 93, 109, 147-154 
rationnel, 10 
rigide, 11, 18, 22 

d'une fibre de A^' an , 129-145 
Polynome distingue, 56 
Probleme de Cousin 
additif 

sur A^ an , 313, 315, 317 
sur C, 312 
multiplicatif 

sur A 1 /*, 311, 315, 317 
sur un corps ultrametrique, 309 
Probleme de Galois inverse, 329-341 
construction locale, 330-334 
recollement, 334-341 
Theoreme d'Harbater, 340 
Prolongement analytique, 157 

au voisinage d'un point de A^ an , 195 
au voisinage d'un point de ./£{A), 157 
au voisinage d'un point de type 2 
d'une fibre extreme, 180 
de la fibre centrale, 193 
au voisinage d'un point de type 3 
d'une fibre extreme, 169, 174 
de la fibre centrale, 169, 176 
au voisinage d'un point interne 
de A^' an , 169 
de A"' an , 158 
au voisinage d'un point rigide 

de A^' an , 169 
pour les fonctions meromorphes sur 

A^ an , 196 
pour une sous-variete analytique integre 
de A^ an , 321 
Racines de l'unite, 330 
Resultant, 212 
Semi-norme 

multiplicative bornee, 5 
spectrale, 19 
Separation, 9 
Spectre analytique, 6 
de A, 89-107 

dimension topologique, 155 
Stein, voir Espace de Stein 
Systeme 

de Banach, 249 
de Cousin, 250 
de Cousin-Runge, 255 

dans les fibres de Aj{ an , 271 
pour les couronnes de A^ an , 282 
sur JH{A), 265 
Theoreme 



A, voir Theoreme A 

B, voir Theoreme B 
d'Eisenstein, 117 
d'Harbater, 327, 340 
de Frisch 

sur A^ an , 323 

sur un corps archimedien, 321 
de Mittag-Leffler, 312 
de Poincare, 316 

de Weierstrafi, voir Theoreme de Weiers- 
trafi 

Theoreme A, 245 
<= theoreme B, 247 
cas d'un compact, 245 
cas local, 245 

couronne compacte de A^ an , 283 
pour un compact de ^(A), 266 
pour un systeme de Cousin-Runge, 258 
sur la fibre centrale de A^ an , 274 
sur une fibre extreme de A^ an , 274 

Theoreme B, 246 

theoreme A, 247 
couronne compacte de A^ an , 284 
pour un compact de ^(A), 266 
pour un couple de compacts, 259 
sur la fibre centrale de A^ an , 276 
sur une fibre extreme de A^ an , 276 

Theoreme de Weierstrafi 

division au voisinage d'un point rigide, 
228 

division globale, 207 

division locale, 55 

division semi-locale, 56 

preparation locale, 58 
Uniformisante forte, 165 

en un point de A^ an , 197 

cn un point de type 2 d'une fibre 
extreme, 184 

cn un point de type 3 d'une fibre 
extreme, 168, 174 

en un point extreme de ^(A), 165 

en un point rigide 

d'une fibre interne de A^' an , 166 
de la fibre centrale de A^' an , 166 
Valeur absolue 

inegalite ultrametrique relachee, 35 

ultrametrique, 12 
Voisinages d'un compact, 73 

couronne, 118 

disque, 118 
Voisinages d'un point 

de type 2 
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d'une fibre extreme, 179 
de la fibre centrale, 189 

deploye, 74, 76 

interne 

de A^' an , 147, 149 

rigide de A^ an , 136 



Voisinages flottants, 38 
pour un point de type 3 
d'une fibre extreme, 172 
de la fibre centrale, 175 
pour un point interne, 149 
Weierstrafi, voir Theoreme de Weierstrafi 



